Apéndice B: Resolucao dos Exercicios Propostos

Se vocé imprimir este arquivo, é importante que olhe para a
resolucdo somente apods ter tentado resolvé-los. De fato, para que
ocorra a aprendizagem é importante que tente fazer sozinho os
exercicios. Utilize estas resolu¢des apenas como uma maneira de ter
certeza de que sua solucdo esta correta. Se mesmo apos a conferéncia
da resolucao houver alguma duvida procure a ajuda do professor pois
muitos exercicios podem ter outras formas de resolucao.

Capitulo 2

2.1. Pela Proposicao 2.2, duas retas se encontram no maximo uma vez.
No caso de trés retas, duas se encontram uma vez e a terceira encontra
as outras duas no maximo em dois pontos totalizando no maximo trés
intersecoes. No caso de quatro retas, além dos trés pontos de
intersecdo ja obtidos com as trés primeiras retas, podemos ter a quarta
reta encontrando as outras trés em mais trés pontos, ou seja, (1 + 2
+ 3) totalizando 6 pontos. No caso de cinco retas, além dos seis pontos
obtidos por quatro retas, a quinta podera encontrar as outras quatro no
maximo em quatro pontos, ou seja, (1+2+3+4) totalizando 10 pontos
de intersecdo no maximo. Generalizando temos que n retas se
encontram em no maximo [1+2+3+...+(n — 1)] pontos, que por

(n—1)

. ~ . .. n.
inducado finita prova-se que é igual a — pontos.

2.2. Para trés pontos nao colineares temos
trés retas, como podemos observar no
desenho ao lado. Para quatro pontos, sendo
quaisquer trés deles nao colineares temos 6
retas pois trés pontos determinam trés retas
e 0 quarto ponto determinam mais trés
retas. De maneira analoga, para o caso de
cinco pontos temos dez retas determinadas
por eles, pois sdo seis retas obtidas por
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quatro pontos mais quatro retas determina-
das pelo quinto ponto. Assim, para o caso
de seis pontos teremos 10+5=15 retas
determinadas por eles. Para o caso geral de
n pontos teremos a somatdria
1+2+3+...+n,

que por inducdo finita prova-se que é igual a
(n* — n)/2 retas. Esta quantidade pode ser
obtida através da combinacdo de n pontos
tomados dois a dois. Logo,

n! n(n - 1)(n —2)! B n’-n i >

-2z 2(-2) >

Cn,2

2.3. No primeiro caso em questdao vale o Axioma 1.2, pois dados dois
pontos quaisquer do plano existe uma Unica reta que os contém. De
fato, dados os pontos a e b, tomamos a reta r; = {a, b}, para os pontos
a e ¢, tomamos a reta r, = {a, c} e para os pontos b e ¢, tomamos a
reta r; = {b, c}. O segundo caso, é andlogo, dados quaisquer dois
pontos de P existe uma Unica reta que os contém, basta observar que
todas as combinac¢des possiveis entre os nove pontos do plano P,
tomados dois a dois pertence a uma das doze retas dessa geometria.

2.4. Nomeando os pontos e as retas do
plano dado obtemos o desenho ao lado:

- Satisfaz o Axioma I.1(a) pois temos 7
pontos.

- Satisfaz o Axioma l.1(b) pois temos 7
retas e cada reta possui 3 pontos
pertencentes a ela e 4 pontos nao
pertencentes. P, Iy Pg P,

- Satisfaz o Axioma 1.2 pois por dois pontos passa uma tnica reta.

2.5. Seja 3 = {P,, P,, P;, P, Ps, P¢} o conjunto de seis pontos da
geometria dada. Na reta r = P,P, existe Q, € 3\ {P,, P,}, por hipotese.

18



Apéndice B. Resolucao dos Exercicios Propostos

Seja Q, € (3 \ {P,, P,})\ {Q,}. Também, por hipétese, temos Q, ¢ r.,
pois r ja possui 3 pontos. Logo, existe a reta s = P,Q, que contém um
ponto Q; € (3 \ {P,, P,})\ {Q;, Q,}. Note que Q; ¢ r. Seja Q, € (I \ {P,,
P, \ {Q;, Q,, Q;}. Novamente, por hipétese Q, ¢ r U s pois ambas ja
possuem 3 pontos. Considere a reta t = P,Q, que contém um terceiro
ponto Qs. Temos Qs # P, e Qs # Q, e, por construgdo, Qs # Q, e Qs # P,,
pois r = t, Qs # Q, e Qs # Q, pois s # t. Isto nos leva a uma contradi¢ao
pois Qs seria o sétimo ponto da geometria dada.

2.6. Como {S, $’,{0}} é uma particao de r , esta particao induz uma
relacdo de equivaléncia em r dada por: A esta relacionado com B se, e
somente se (A, B € S) ou (A, B € S’) ou (A= B =0), que é exatamente a
condicdo de estar do mesmo lado em relacdo ao ponto O.

2.7. Como {I1, IT,{O}} é uma particdo do plano , esta particdo induz
uma relacdo de equivaléncia no plano dada por: A esta relacionado com
B se, e somente se (Ae B € IT) ou (A e B € IT') ou (A= B =0), que é
exatamente a condicdo de estar do mesmo lado em relacio a retar.

2.8. Consideremos o triangulo ABC e a reta r. Suponhamos que r
intercepta o lado AB, nio passa pelos vértices A, B ou C, devemos mos-
trar que r também intercepta o lado AC ou
o lado BC. De fato, se r intercepta AB entao
A e B estdo em lados contrarios em relacao
a r. Como por hipotese r ndo passa por C,
devemos ter que C esta do mesmo lado que
A em relacdao a r ou que C esta no lado
contrario a A em relacdo a r. Se C esta do A
mesmo lado de A, e como A estd em lado
contrario em relacdao a B, entdo C também
estd no lado contrario a B, logo r intercepta

o segmento BC. Se C estd no lado contrério

a A em relacdo a r, entdo por definicao, r
intercepta AC, como queriamos demonstrar.
Para o caso de interceptar AC ou BC a A
demonstracao é analoga.

2.9. E claro que do Axioma 1.2, A, B, C e D sdo colineares. Suponhamos
que B ndo esteja entre A e D dai, temos dois casos:
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- A estd entre B e D. Neste caso, como C estd entre A e D, temos que C e
D estd do mesmo lado em relacdo a A, portanto B e C estdo em lados
contrarios em relacdo a A e dai A esta entre B e C, o que é absurdo por
hipétese.

- D estd entre A e B. Como C estd entre A e D, temos que A e C estdo do
mesmo lado em relacdo a D. Assim, C e B estdo em lados contrdrios em
relacdo a D e portanto C esta entre A e B, o que é absurdo por hipétese,
posto que B estd entre A e C.

Dessa forma B esta entre A e D.

Suponhamos agora, que C ndo se encontra entre B e D. Temos dois
casos:

- D estd entre B e C. Neste caso, como B estd entre A e D, temos que A e
B estdao do mesmo lado em relacido a D. Portanto, A e C estdao em lados
contrarios em relacdao a D e dai D esta entre A e C, o que é absurdo, por
hipétese.

- B estd entre C e D. Aqui, como B estd entre A e D, temos que B e D
estdo do mesmo lado em relacdo a A. Assim, C e D estdo em lados
contrdrios em relacdo a A e portanto, A estd entre C e D, o que é
absurdo.

Logo, devemos ter C entre B e D.

2.10. Temos por construcdo B ¢ AD e que C ¢ AD, logo como AD e BC
sdo retas distintas e como B e C estdo no mesmo semiplano em relacdo
a reta AD pela Defini¢do 2.8 temos que BC ndo intercepta AD.

2.11. Para mostrar que a ordem é estrita devemos mostrar que é
irreflexiva e transitiva:

i) Seja A pertencente a primeira semi-reta. Inicialmente mostremos que
A ndo é menor do que A. De fato, se fosse A < A, entdo A precede A na
primeira semi-reta, dai pela Defini¢cao 2.10 A esta entre A e O, o que é
absurdo. Se A pertence a segunda semi-reta, da mesma forma, A ndo é
menor do que A.

ii) Se A< BeB < (C, entdo A < B e B <C. Assim, pela primeira parte da
Proposicdo 2.12 (caso <) temos A < C. Mostremos que A < C. De fato,
se fosse A = C, entdo teriamos C < B e B < C, o que ndo pode ocorrer.
Logo A < C.
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2.12. a) Basta observar que AB e CD ndo se D,,"l‘
interceptam pois estdao contidos nos lados

DE e AE do tridangulo ADE. Temos também

que AD e BC nao se interceptam pois B e C C
pertencem ao interior de AE e DE,
respectivamente.

b) Quadrilateros nao convexos (Exercicio
2.17) ndo podem ser construidos por este -
método.

N
lwe]
eyl

2.13. Para a primeira pergunta temos que sim, pois a intersecdo de dois
segmentos pode ser um segmento. Para a segunda pergunta a resposta
é nao pois, pelo Axioma I1.2, sempre existe um outro ponto entre dois
pontos quaisquer que também pertenceriam aos segmentos.

2.14. Seja ABC um triangulo, o interior do
tridngulo é a regidao dada pela intersecio
dos semiplanos Iy, [Tgcp, g e

2.15. Suponhamos que existam n retas ry, Iy, ..., I,. Seja r; uma das retas
onde 1 =i < n e Pum ponto em r; ndo pertencente a nenhuma das
outras retas. Pelo item b) do Axioma Il.2 existem pontos que ndo
pertencem a r;. Seja P’ um destes pontos. Temos que a reta PP’ que ndo
é nenhuma das retas dadas pois por construcio P ndo pertence a
nenhuma delas, o que contradiz o fato de existir somente n retas, com
n qualquer.

2.16. Seja P um ponto qualquer e r uma reta dados pelo Axioma I.1. Se
P e r considere P’ ¢ r. Pelo Coroldrio 2.14 temos que existem infinitos
pontos em r. Logo, pelo Axioma 1.2, podemos considerar as retas rpy, No
caso de P ¢ r, ou as retas ryy, no caso de P € r, onde X € r. Assim,
teremos infinitas retas passando por P.
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2.17. De cada vértice do poligono pode-
mos desenhar n — 3 diagonais correspon-
dentes aos vértices possiveis de se obter
uma diagonal. Seguindo este critério as
diagonais serdao desenhadas duas vezes,
logo teremos
n.(n—23)

diagonais.
9 diagonais

2.18. a) Como qualquer segmento com extremos no plano estdo, por
definicdo, no plano, temos que o plano é convexo. O semiplano é
convexo, trivialmente pela sua definicao.

b) O segundo e quarto sdo desenhos representando figuras convexas
pois qualquer segmento ligando pontos do conjunto esta totalmente
contido na figura. O primeiro, terceiro e quinto desenho representam
figuras que ndo sdo convexas, conforme se pode observar os segmentos
ndo inteiramente contidos na figura (veja desenho abaixo).

¢) Sejam A e B dois pontos pertencentes a intersecio de n conjuntos
convexos, entdo A e B pertencem a cada um dos conjuntos convexos.
Logo, o segmento AB pertence a cada um destes conjuntos, pois sdao
convexos. Portanto o segmento AB pertence a intersecdo, concluindo
assim que a interse¢do é um conjunto convexo.

d) Como os semiplanos sdo convexos, pelo item ¢) temos o desejado.
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e) Nem sempre ocorre que a unido de dois
conjuntos convexos seja também convexa. = —t------------
De fato, considere a figura representada
pelo desenho ao lado, ela é a unido de
cinco quadrilateros convexos e ja vimos -
que ela ndo é convexa.

2.19. Seja ABC um triangulo, uma regido € a intersecdo dos semiplanos
[Ty, Igca € Ilpze, @ outra é o plano menos a interse¢ao. Como a
intersecao de trés semiplanos é um conjunto convexo, temos que uma
das regioes é convexa, a saber o interior do tridngulo ABC. A outra
regido ndo é convexa pois se tomarmos dois pontos C e D em lados
distintos e considerarmos um segmento AB que contém CD, teremos o
segmento CD pertencente ao interior do tridngulo que ndo esta na
regiao.

2.20. a) Falsa, pois ponto é uma nocdo primitiva e, portanto, ndo se
define.

b) Falsa, pelo mesmo motivo do item a).

c) Falsa, pois eles podem ser coincidentes. Deve-se dizer dois pontos
distintos.

d) Verdadeiro, pois se ndo fossem distintos haveria somente dois
pontos e estes seriam colineares.

e) Falsa, elas podem ser coincidentes. Deve-se dizer “um tdnico ponto
em comum”.
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Capitulo 3

3.1. a) Sendo x: r — IR um sistema de coordenadas para a reta r, temos,
pelo Teorema 3.3, |X(M) —X(N)| =MN =7. Como X(M) < x(N) temos,
pela definicao de moédulo, |X(M) |— )x(M) = x(N)-3. Logo,
X(N) — 3 = 7 e, portanto, x (N) = 10. Vamos determinar agora x(P),
como x(N)=10 e NP = |X(P)—X(N)| =9, pelo Teorema 3.3, devemos
ter x(P)=19 ou x(P)=1. Como MP :|X(P)—X(M)| =2 e x(M)=3 entdo

X(P)=1 ou x(P)= 5 Portanto, para satisfazer as duas condicoes,
devemos ter x(P)=

b) Neste caso temos |X(M) |— — x(N)=3 - x(N). Logo,
X(N)= —4. Para, determinarmos X(P ), observamos que x(N)= —4 e
NP:|X(P)—X(N)|:9, assim devemos ter x(P)=5 ou x(P)= -13.

Como MP= |X(P) —X(M)| =2 e x(M)=3 entdo x(P)=5 ou x(P)=1.
Portanto, para satisfazer as duas condic¢oes, devemos ter x(P)=5.

3.2. Sim, pois pelo Axioma II.1, dados trés pontos colineares, um e
apenas um deles localiza-se entre os outros dois. Assim, temos trés
casos a considerar:

1. N estd entre M e P: neste caso temos MP=MN+NP, o que ndo é
verdadeiro.

2. M esta entre N e P: neste caso temos ﬁ:WJrW, 0 que também
ndo é verdadeiro.

3. P esta entre M e N: como os outros casos nao podem ocorrer resta
somente este.

Logo P esta entre M e N.

3.3. Como os pontos A e B sdo fixos e no sistema | a coordenada de A é
—6 e ade B é -2, temos que O dista de A 6 unidades e de B 2 unidades
que, por convenc¢ao, vamos supor a direita, —————

como no desenho ao lado. Como no sistema A B O
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I, a coordenada de A é —4 e a unidade é a mesma que no sistema I,
temos que O’ dista de A quatro unidades e neste caso podemos ter
duas situacoes:
e (O estd a esquerda de A: Neste caso C
estd a esquerda de A, pois dista -3 de , | | |
0’; (0} C
e (O estd a direita de A e, portanto O'= B
e C estd a direita de A. —
Mas como no sistema I, as coordenadas AC O

B O

de C e B sdo 4 e 7, respectivamente, temos
BC = 3 e a Unica possibilidade é B = O’. PIII S SI I R
0" AC 0=BO

Como AC = 1 ficamos com o terceiro
desenho ao lado.

Logo, C esta entre A e B e as coordenadas de O’ é -2 e de O” é -9 no
sistema [. Como x”(B) = 7 e x”(C) = 4 devemos ter O” a esquerda de O.
3.4. O ponto O divide r em duas semi-retas é +— =0 =0 — }'\
Soo € a semi-reta que nao contém O’.

Chamamos Sy, de semi-reta negativa e a outra semi-reta de positiva.
Temos x(0)=0, x(0’)=-1 e x(A)=3. Portanto, A dista de O trés unidades
na semi-reta oposta a Syy. Vamos chamar de x’ a coordenada de um
ponto no 2° sistema. Vamos adotar como positiva a semi-reta Sy, e
negativa a outra semi-reta nesse sistema. Assim por hipétese x'(B)= -3,
logo B dista de O’ trés unidades mas na semi-reta oposta a Sy. Assim
teremos x’(0)=1; pois O dista de O’ uma unidade da semi-reta positiva,

X'(A)=4 pois O'A = 0'0+0A e A estd em So» Finalmente x(B)= —4 pois
B esta na semi-reta Sy, adotada como negativae OB=00"'+0'B.

3.5. Por defini¢cao de ponto médio, temos
X(A)+x(B) -3+5

x(C) = 1
2 2
. x(D):X(A)+X(C) :—3+1 -
2 2
. X(E)ZX(B)+X(C)=5+] _3
2 2
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X(D)+x(E) —-1+3
22

s6 existe um ponto de coordenada 1, de acordo com o Corolario 3.5,
temos que F = C.

Seja F o ponto médio de DE, entdo x(F) = =1. Como

3.6. Na reta r que passa por AB podemos considerar um sistema de
coordenadas x tal que A esta entre O e B onde x(A) < x(B). Neste
x(A) + kx(B)

1+k
pelo Corolério 3.5. Como x(A) < x(B) e (1+k)x(C) = x(A) + kx(B), temos
X(A) < x(C) < x(B). Pela Proposicao 3.6, C entre A e B e além disso,
temos

sistema considere C um ponto tal que x(C) = que é Unico

como queriamos.

3.7. Como AE=EK, pela Definicao 3.7, temos que E é o ponto médio
do segmento AK, assim

X(A)+x(K)_V2+(V18) _V2-3V2 -2 5

x(E) = =
(€) 2 2 2 2

3.8. Sejam C e C duas circunferéncias de C C
raio r e centros O e O’, respectivamente.

Como, por hipétese, P € C, temos OP=r.
Temos também, por hipétese, P € C', logo
PO'=r. Portanto, PO=r=PO'.

3.9. O triangulo OAB, sempre serd isosceles, A~ ™\B
pois AO e OB tem medidas iguais a r. Se o v
triangulo for eqiiilatero teremos

AB=0OA=OB=r.
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3.10. a) A régua ndo graduada estd associa-
da ao Axioma 1.2 e o compasso estd
associado ao Axioma III.1.

b) - Tridngulo Escaleno: Suponhamos que
queremos desenhar um triangulo ABC. Em
uma reta qualquer construimos um segmen-
to cujo comprimento é um dos lados do triangulo e seus extremos sdao
dois vértices do tridngulo desejado. Com centro em um dos extremos
do segmento construimos uma circunferéncia de raio igual a um
segundo lado do tridangulo e com centro no outro extremo do
segmento construimos uma circunferéncia com raio igual ao terceiro
lado do triangulo. A intersecdo dessas duas circunferéncias nos da o
terceiro vértice do triangulo. Notemos que o problema pode ter duas
solugdes: dois tridngulso escaleno, um em cada semiplano determinado
porr.

- Triangulo Is6sceles e Eqiiilatero: A construcdao é andloga ao item b),
apenas observando que, para facilitar, no tridngulo isésceles
comecamos com a base, e tomamos o raio das circunferéncias iguais
aos lados. No triangulo eqiiilatero temos os raios das circunferéncias
iguais a medida da base.

- Para construir o quadrilatero de lados congruentes, obtenha dois
triangulos isdsceles sobre uma mesma base.

3.11. Analogamente a circunferéncia os pon- cC B
tos exteriores sdo os pontos X tais que
XF+XF'>d e os pontos interiores sdao os
pontos A tais que XF+ XF'<d. No desenho F F
ao lado, o ponto A é interior a elipse e o

ponto B é exterior a elipse.
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3.12. Seja X € Spu Consideremos o

triangulo ABX. Como S, intercepta o lado X
AB por hipoétese e ndo passa por nenhum de
seus vértices entdo, pelo Exercicio 2.7, Sqc
intercepta o lado BX ou AX. Note que Sy
ndo intercepta o lado AX, pois se fosse o
caso, Spu e Soc teriam dois pontos em Q B Y
comum, portanto seriam coincidentes pelo

Axioma 1.2. Assim Sy intercepta BX. Tomemos Y € S,; e consideremos
o triangulo BXY. Como S, intercepta o lado BX, pelo Exercicio 2.7, Sy
intercepta o lado XY ou o lado BY. Observe que S, ndo intercepta BY,
pois se esse fosse 0 caso, Sy e Sy teriam dois pontos em comum,
portanto coincidentes pelo Axioma 1.2, o que contradiz a hipdtese.
Logo Sy intercepta XY. Como X € Sy, e Y € Sy sdo quaisquer, temos o
desejado.

3.13. De fato, sabemos por definicio, que o

suplemento do angulo AOB é o angulo B
obtido prolongando um de seus lados, isto
é, o suplemento do angulo AOB é o angulo
BOC, onde C pertence a semi-reta oposta a
Son. Como AOC é um angulo raso e Sg
divide

o angulo AOC, temos

A
v

m(AOB)+m(BOC) = 180°,
mas como m(AOB) = m(BOC), temos
m(AOB)+m(AOB) = 180° = 2 m(AOB) = 180° = m(AOB) = 90°.
Logo, o angulo AOB é reto.

3.14. De fato, dado um angulo AOB, considere o seu suplemento BOC,
onde Sy. é a semi-reta oposta a Sy,. Sejam Sy, e Sy as bissetrizes de
AOB e BOC, respectivamente. Assim, temos

m(AOB) = m(AOD) + m(DOB) = 2 m(DOB)
e

m(BOC) = m(BOE) + m(EOC) = 2 m(BOE).
Temos também que Sy, divide o angulo DOE, por construcio. Logo,

A A A

m(DOE) = m(DOB) + m(BOE) =

A A

m(AOB) + 5 m(BOC) =

N | =
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= %.[m(AOB) + m(BOC)| = %.180" = 90°.

3.15. Sejam AOC e BOC angulos tais que
m(AOC) = 180° e m(AOB) < 90°. Se BOC é su-
plemento de AOB, devemos mostrar que B
m(BOC) > 90°. Como, por hipétese, temos
m(AOB) < 90°, existe um ndmero real
positivo ndo nulo tal que
m(AOB) = 90° — a. (1) C o A

Pelo Axioma II1.4, temos <
m(AOC) = m(AOB) + m(BOC)

v

e, por hipotese,
180° = m(AOB) + m(BOC). (2)
Substituindo (1) em (2), temos
180° =(90° — a) + m(BOC), ou seja, m(BOC) = 90° + a.
Logo, m(BOC) > 90°.

3.16. Sejam AOB e BOC angulos complemen-
tares, ou seja,
m(AOB) + m(BOC) = 90°.
Suponhamos que m(AOB) = 2.m(BOC) — 30°.
Logo,
2.m(BOC) — 30° + m(BOC) = 90°,
ou seja,
3.m(BOC) = 90° + 30° = 120°.
Portanto, m(BOC) = 40° e m(AOB) = 50°.

3.17. Por hipé6tese temos 90 — oo = 180 — B. Logo, p — a= 180 - 90 =
90, como queriamos demonstrar.

3.18. O desenho da poligonal ABCDE é feito B

ao lado. E possivel construir 2° poligonais, \2 2/ \a
pois em cada vértice é possivel construir 3 /%0 45°
dois angulos a partir de uma semi-reta e

cada angulo fornece duas possibilidades. A
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3.19. Pelo Teorema 3.12, temos Sy divide AOB ou S, divide AOC. No
primeiro caso,

m(AOB) = m(AOC)+m(COB) > m(AOC),
o que contradiz a hip6tese. Logo, Sy; divide AOC.

3.20. Existéncia: Seja AOB um angulo dado e
k_um niimero real tal que 0<k<T1. Seja AOC
um angulo de medida (1 — k).m(AOB), tal B
que C estd no mesmo semiplano
determinado por ry, que contém B. Temos,
pelo Teorema 3.12,
m(COB) = |m(AOC) — m(AOB)| = 0 A
= (1 - k).m(AOB) - m(AOB) =
= |(=k).m(AOB)| = k.m(AOB).

Unicidade: Imediato da Proposicao 3.13.
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Capitulo 4

4.1. No segundo desenho temos que PSU = QRT. No terceiro desenho
temos MPK = NOK. No quarto desenho temos GKI = HKI. No quinto
desenho temos que ADC = CBA e no sexto desenho temos XWY = YZX.

segmentos, entao AP =EP e DP=FP . Como

os angulos DPA e FPE, sdo opostos pelo
vértice, segue da Proposicdo 3.20 que eles
tém as mesmas medidas. Logo, pelo

4.2. Como P é o ponto médio de ambos os D
Teorema 4.3 (Caso LAL), temos PDA = PFE. f

A

4.3. Como QB divide EA ao meio, temos que
RE = RA. Como QliS e BRSsdo opostos pelo

vértice, pela Proposicdo 3.20, eles tém as
mesmas medidas. Além disso, por hipdtese,
BAR = QER e, pelo Teorema 4.9 (caso ALA),
ERQ = ARB, dai temos que EQ = AB. Como.
AC =ES, pois RS=RC, pelo Teorema 4.3

(Caso LAL), os triangulos ACB e ESQ sdo congruentes, logo ABC = EQS .

Como ERQ = ARB, temos que BR = QR, dai, pela Defini¢cdo 3.7, R é o
ponto médio de QB, e AE divide BQ ao meio, como queriamos
demonstrar.

4.4. a) Como AE = BC, AD = BD e DE = DC, pelo Teorema 4.11 (Caso LLL)
EDA = CDB.Logo E= C.

b) Como AE = BC, AD = BD e EAD = CBD, pelo Teorema 4.3 (Caso LAL),
temos EAD = CBD, assim BDC = ADE . Como DA divide BDE e DB divide

A15C temos
m(BDC) + m(ADB) = m(ADE) + m(ADB)
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Logo, BDE = ADC , como queriamos demonstrar.

¢) Nao é possivel mostrar que ED = CD, pois ndo temos congruéncia do
tipo LLA.

d) E possivel, pois pelo Teorema 4.9 (caso ALA), AED = BCD uma vez
que DA divide BDE e DB divide ADC temos

m(BDE) = m(ADC) = m(BDE) — m(ADB) = m(ADC) — m(ADB) =

— m(BDC) = m(ADE)

4.5. Como por hipétese ADB=ABD e CDB=CBD, entio ADC=ABC.
Além disso, AD =AB e BC=DC, assim pelo Teorema 4.11 (Caso LLL) os
triangulos ADC e ABC sdo congruentes e portanto DAC = BAC, logo AC é
a bissetriz de BAD. Para mostrar que AC é perpendicular a DB, basta
observarmos que, pelo Teorema 4.9 (Caso ALA), os triangulos ADE e
ABE sdo congruentes e portanto DE = EB. Logo, E é o ponto médio de
DB. Entdo AE é a mediana em relacdo a DB e, pelo Teorema 4.6, AE
também é a altura. Portanto AC e DB sdo perpendiculares.

4.6. a) Esta correto pois o segmento CD sera

a mediana do tridngulo ABC em relacido a
base AB (verifique a resolucao do Exercicio A
4.5, levando em conta que ABC e ABD sao
também isésceles), logo CD divide AB ao V
meio.

D

b) Sim, realmente é necessario que as duas circunferéncias tenham o
mesmo raio, pois caso contrdrio ndo teriamos triangulos isosceles e a
bissetriz ndo seria a mediana. O raio ndo precisa necessariamente ter o

mesmo comprimento de AB. O raio deve ser maior do que EX para
que ocorra intersecao entre as duas circunferéncias em dois pontos.

¢) Como a reta CD é a mediana do tridngulo ABC em relacdo a base AB e
o triangulo é isdsceles, pois AC e BC sdo raios, entdo, pelo Teorema 4.6,
CD é a altura do tridangulo ABC em relacdo a BC e, portanto, CD é
perpendicular a AB, logo, por definicao, a mediatriz de AB.
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d) Seja r a reta dada e P o ponto dado. Com a ponta seca do compasso
em P, construa um arco de circunferéncia com raio maior que a
distancia de P a r, que intercepta r nos pontos A e B.

P
| ) |
\ / A P BT
A\/B I
Pforader
Pemr

Agora com a ponta seca do compasso em A e abertura maior que a
medida de AP, trace um arco de circunferéncia I' de tal forma que
encontre o outro arco de circunferéncia construida com a ponta seca do
compasso em B e a mesma abertura usada para construir I'.

S S
¢ C
1p
A B
I — -
A M| B VRS
D D

Seja ' n A = {C, D}. Afirmamos que a reta s dada por CD é a
perpendicular procurada. De fato, por construcdo os segmentos AC, AD,
BC e BD sdo congruentes, assim os triangulos ABC e ABD além de
isosceles sao congruentes pelo caso LLL; idem para os tridngulos ACD e

BCD. Assim, AD é bissetriz do angulo C , por exemplo. Logo, pelo
Exemplo 4.10, CD € altura do triangulo ABC e, portanto perpendicular a
r e também mediana em relacdo ao lado AB, assimM = s N 1 é o0 ponto
médio de AB. Como por construcao P eqiiidista de A e de B, APM e BPM
sdo congruentes pelo caso LAL ou P coincide com M. Assim, no
primeiro caso PM é perpendicular a AB, pelo Teorema 4.6. Segue do
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Teorema 3.22 e Teorema 4.18 que a reta PM coincide com a reta s.
Logo, a reta s é a reta procurada.

4.7. Por hipétese, AD = DE, A = DEC e ADE =BDC. Mostremos que
ADB = CDE . De fato,

m(ADB) = m(ADE) + m(EDB) = m(BDC) + m(EDB) = m(CDE) .
Logo, pelo Teorema 4.9 (Caso ALA), temos o desejado.

4.8. De fato, suponhamos que r e s ndo sejam paralelas, ou seja, se
interceptam em um ponto A, entdo os vértices dos angulos medindo o =
e o ponto A formam um triangulo com angulos medindo o, 180° — o e

m(A). Do Teorema 4.13 temos que oc+(180° —oc)< 180° = 180° < 180°
o que é um absurdo. Logo r e s sdo paralelas.

4.9. Pelo ponto E tracamos as perpendicula-
res por AB, BD, DC e CA, obtendo os pontos
F, G, H e I, respectivamente. Pelo Teorema
4.12 (Caso LAA,),

AEF = AEI, BEF = BEG e CEI = CEH.
Assim, EF = El = EG = EH. Logo os triangulos
retangulos DGE e DHE tém hipotenusa co-
mum e catetos GE e HE congruentes. Pelo
Teorema 4.17 (Caso LLA-), DGE e DHE sdo congruentes e assim o = 3.

4.10. Sejam ABC um triangulo e ABD e ACE A
angulos externos congruentes. Como

m(DBC) = m(ECB) = 180°,
m(ECB) = m(ECA) + m(ACB) e
m(DBC) = m(DBA) + m(ABC),

entio ABC=ACB . Portanto, pelo Coroldrio
4.10, o triangulo ABC é isdsceles.
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4.11. Seja ABC um triangulo acutangulo, A
entdo todos os seus angulos tém medidas
menores do que a de um angulo reto.
Vamos considerar o vértice A e chamamos
de H o pé da perpendicular ao lado BC
passando por A. Suponhamos que B esteja
entre H e C, entdo no triangulo retangulo

AHB o angulo ABH é agudo e assim a medi- H B C

da do angulo AB C é maior do que a de um angulo reto. Isto contradiz a
hipétese. O mesmo ocorre se supormos que C esteja entre HM e B.
Resta entdo o ultimo caso que é H entre B e C. Se o tridangulo for
retingulo teremos o pé da perpendicular em relacio aos lados
adjacentes ao angulo reto igual ao vértice oposto. Se o triangulo for
obtusiangulo teremos o pé da perpendicular aos lados adjacentes ao
angulo obtuso pertencente ao exterior do lado considerado.

4.12. Pelo Teorema 4.13, um tridngulo retangulo possui dois angulos
agudos, logo, pela definicdo de angulo externo temos que existem dois
angulos externos obtusos que sdo suplementares destes dois dangulos
internos.

4.13. a) o, € e y sdo menores que p, pois DBA é externo ao triangulo
BDC e EDF é oposto pelo vértice a CDB.

b) p, pois DBA é externo a DBC e B, pois DF A é externo a DEF e EDF é
oposto pelo vértice a C DB.

c) a, i, 0 e m, pois FDB é externo a BCD e a DEF.

4.14. Como o triangulo ABC € isésceles e m(BéA)<90°, pois caso
contrdrio teriamos que m(BéA)+m(BAC) >180°. Como o tridngulo BCD
também € isésceles temos m(BéD)>m(Cl§B), pois caso contrdrio
m(CDB) + m(CBD) >180°, uma vez que m(BCD)>90°. Assim, pela
Proposicao 4.22, BD >BC. Como BC=AB por hipotese temos que
BD > AB.
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4.15. Como A, C e D sdo colineares m(Aé B) + m(Dé E) = 180° (1). Se
m(AC B) > 90°, temos pela Proposicio 4.22, que AB é o maior lado de
ABC. De (1) temos m(Dé E) < 90° e assim ED nao pode ser o maior lado

de CDE e como, por hipétese, EC < BC e ABC = CDE, temos que o
maior lado de CDE dever ser CD. Como ABC e EDC sdo congruentes

AB = CD. Mas, pelo Teorema 4.8, m(AéE) > m(CED), o que é um
absurdo. Assim, m(AC B) < 90°. Com raciocinio semelhante, concluimos
que m(DC E) <90°. Segue de (1) que m(Aé E) = m(DC E) = 90°. Assim,
ED = AB, BC = CD e AC = CE. Pelo Teorema 4.24, temos AB <BC + AC,
como A, B e C ndo sdo colineares entio AB#BC+AC. Logo,
AB <BC+AC, mas como ABC=EDC, temos que BC=CD, assim
AB<CD+AC=ADe portanto AD > AB.

4.16. Suponhamos que BC > AD , entdo existe A

um ponto E entre B e C tal que BE=AD. tB
Como AB=DC e os angulos B e D sdo

retos por hipétese, entdao pelo Teorema 4.3

(caso LAL), ABE = ADC e portanto AE = AC. E
Com isso temos que o triangulo AEC é |,

isosceles e AEC = ACE. Como AEC é angulo D C

externo ao tridngulo ABE e m(B) =90°, entdo m(Al:ZC) = m(AéE) >90°, o
que contradiz o Teorema 4.13, pois m(AEC) + m(AéE)>180°. Logo,
AD =BC.

4.17. Consideremos os triangulos ABC e EFG C G
dados. Seja CH altura de ABC por C e GH’ a
altura de EFG por G. Como, por hipétese,
CH = GH’, BC = FG e os triangulos CHB e
GHF sdao retangulos em H e H
respectivamente, entdo, pelo Teorema 4.17
(Caso LLA ), temos CHB = GH'F. Assim, A H B LI

CBA=GFE. Como AB = EF, pelo Teorema E H F
4.3 (Caso LAL), ABC = EFG.
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4.18. Seja BD a bissetriz de B. Como B
R B . e

m(A)z%, o triangulo ABD é isdsceles.

Por D tracemos a mediana em relacdo a AB

no tridngulo ABD. Assim, BM=MA e

m(DMB) =90°, pelo Teorema 4.6. Pelo o |

Teorema 4.12 (Caso LAA,), os tridngulos BCD  C D ' A

BMD sao congruentes e portanto CB=BM. Como BM=MA, entao

2BC=2BM=BM+BM=BM+MA = AB.

4.19. Consideremos ABC e DEF triangulos quaisquer tais que AB = DE,
BC=EF e m(l§) > m(E). Devemos mostrar C
que AC>DF. Seja G um ponto em AC tal

que CBG=E. Seja H um ponto sobre BG tal G F

que BH = DE. Pelo Teorema 4.3 (Caso LAL),

temos HBC = DEF e entao HC = DF. Se H | [~

estd sobre o segmento A_C entdo temos T A\

HC < AC e, portanto, DF < AC . Suponhamos A ‘ \B D E

que H ndo pertenca a AC. Assim, consideremos | o ponto em que a
bissetriz do angulo ABH intercepta AC. Pelo Teorema 4.3 (Caso LAL),
temos ABI = HBI e entdao Al = HI. Pelo Teorema 4.25, HC < CI+HI e dai
temos que DF=HC<CI+IA=CA, ou seja, DF < AC. Para provar a
reciproca, suponhamos que AB = DE, BC = EF e DF<AC. Se

m(l§)<m(l§) temos, pelo que foi feito anteriormente que DF>AC, o
que é uma contradicdo. Se m(l§)=m(l§), pelo Teorema 4.3 (Caso LAL),
temos ABC = DEF e, portanto, AC = DF contrariando novamente a

A A

hipétese. Logo, m(B) > m(E), como queriamos demonstrar.

4.20. a) Seja AB um segmento de reta e M o ponto médio. Considere

. . AB i
um ndmero real r maior do que - e teremos AB — C, onde C é um

circulo de centro M e raio r.
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b) Para obter o raio r de um circulo C que contenha tridangulos e
quadrildteros, considere a maior distancia entre os vértices do triangulo
ou do quadrilatero. O centro de C sera qualquer vértice.

¢) Obtém-se o centro e o raio do circulo da mesma forma que o item b).
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Capitulo 5

5.1. Sejamr, s e t retas conforme desenho ao lado. Suponhamos por
hipétese que BQP = Al5Q. Devemos mostrar A

que CISQEDQP. De fato, como os angulos
APC e DQB Sdo rasos temos:

mAP Q+m(QP Q=180 e

mDQ P)+m(BQ P=180".
Sendo assim temos m(Af’ Q)+m(Ql3C) = m(DQ P)+m(BQ P. Mas como
BQP = Af’Q , temos que Cf’Q = DQP .

5.2. Como AB e CD seAdividelAn ao meio temos que CE = ED e AE = EB,
também temos que, CEB e AED sdo opostos pelo vértice, dai segue da
Proposicio 3.20 que CEB = AED. Assim, pelo Teorema 4.3 (Caso LAL), os

triangulos ADE e BCE sdo congruentes e portanto A = B.Mas como A e

B sdo angulos alternos internos congruentes, do Teorema 5.4 temos
que CB // AD.

5.3. a) Devemos mostrar que se tivermos
m(CQP)+m(BPQ)=180° entdo r e s sdo
paralelas. Sabemos que Q13A é um angulo
raso, portanto m(Qf’B) + m(Bf’A) =180°. Logo,
m(QﬁB) + m(Bl5A) = m(CQP) + m(Ql?’B) e, por-
tanto, BPA = CQP. Mas como BPA é angulo

oposto pelo vértice a Df’Q , da Proposicdo 3.20, temos que BPA = Df’Q .

Assim, temos que CQP e Df’Q sao angulos alternos internos congruen-
tes. Logo, do Teorema 5.4, r e s sdo paralelas.
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b) Pelo Exemplo 5.4, sabemos que C
AQP = CPB, pois sdo angulos corresponden- D P B
tes. Sabemos também que r

m(BPQ) + m(BPC) = 180°
pois Qf’C é um angulo raso. Logo,

S
m(BPC) + m(AQP) = m(BPQ) + m(CPB) = 180°. /

Portanto, os angulos Bf’Q e AQP sdo suple-

mentares.

5.4. Considerando o desenho ao lado temos
por hipotese que DBC =DBE e que AC // BD.
Como AC // BD, os angulos A e DBE sdo

angulos correspondentes, e portanto
congruente, pelo item a). Os angulos

DBC e C sdo angulos alternos internos e

portanto congruentes, pelo Teorema 5.4. A B E

Assim temos que A=DBE=DBC=C e pelo Coroldrio 4.10 o triangulo
ABC ¢é iso6sceles. A reciproca é verdadeira apenas quando o angulo
externo ndo é o suplementar dos angulos internos da base.

5.5. Como BP = BQ e BX = BY entdo os triangulos PBQ e XBY sdo
isdsceles. Como AP = AQ, entdo BA é a mediana relativa a PQ e portanto
é também a altura do triangulo PBQ , pelo Teorema 4.6. De maneira
analoga, BC é a altura do triangulo XBY em relacdo a XY. Como A, B e C
sdo colineares entdo a reta AC é perpendicular a PQ e a XY. Assim, pelo
Corolario 4.15, PQ e XY ndo se interceptam.

5.6. Como CDEe CAB sio angulos correspondentes congruentes,

entdo, pelo Exemplo 5.4, DE // AB. Por hipétese, r é perpendicular a AB,
logo, pelo Teorema 5.4 e Exemplo 5.4, r é perpendicular a DE.

5.7. Como, por hipotese, RT = RS o triangulo RST é isosceles, e pelo
Corolario 4.4, RTS =RST . Como PQ é paralelo a RS, pelo Exemplo 5.4
temos que PQT =RST, pois sdao angulos correspondentes congruentes.

40



Apéndice B. Resolucao dos Exercicios Propostos

Logo, PTQERgTEPQT e, portanto, pela Coroldrio 4.10, o triangulo
PQT é isésceles. Assim, PQ = PT.

5.8. Seja ABC um tridngulo is6sceles e C
considere a reta DE paralela a base AB tal
que D esteja entre A e C e E esteja entre B e
C. Como CAB = CBA e DE // AB, pelo
Exemplo 5.4, os angulos correspondentes

D E
CAB e CDE sio congruentes e CBA e CED
também o sdo, assim temos CDE = CAB = A B

CBA=CED. Logo, do Corolario 4.10, CDE é um triangulo isosceles.

5.9. Temos, por hipétese, que NMXEQMX e como QR / MN, além
disso os angulos NMX e Qf(M sdo congruentes, pelo Teorema 5.4.
Assim QXMEQMX e portanto o tridangulo QMX é isosceles pelo
Corolario 4.10. De maneira analoga ao item anterior, RNX=XNM e
como MN // QR, os angulos MNX e RXN sdo angulos alternos internos

congruentes, pelo Teorema 5.4. Logo, RXN=RNX e, portanto, o
triangulo RXN ¢é isosceles, pelo Corolario 4.10.

5.10. No desenho ao lado devemos mostrar C t g X

que Fl3Q e DQP sdo congruentes, pois se P% y
esse for o caso, pelo Teorema 5.4, as retas x r
ey que sdo bissetrizes dos angulos BPC e £ D

AQP respectivamente serdo paralelas. De Q s
fato, Fl3Q =CPE, pois sdo opostos pelo vér- /7 A

-tice (Proposicao 3.20). Temos CPE =EPB, por hipétese. Logo,
F13Q =EPB. Como DQP = AQD, por hipétese, temos

m(FPQ) = m(EPB) = m(BzPC) = m(AzQP) = m(AQD) = m(DQP)

como querl'amos demonstrar.
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5.11. Seja D o ponto de intersecdo de AO com a circunferéncia, ou seja,
AD ¢é um diametro da circunferéncia. Pelo Exemplo 5.10,

m(Cf)D) = 2m(CAD) e m(B@D) = 2.m(BAD) , logo,

m(COB) = m(COD) + m(BOD) = 2.m(CAD) + 2.m(BAD) =
= 2.(m(CAD) + m(BAD)) = 2.m(CAB).

5.12. a) C=G éverdadeira pois, pelo Teorema 5.6, temos
m(A) + m(B) + m(C) = 180° e m(E)+m(F)+m(G)=180°.

Assim,

m(A) + m(B) + m(C) = m(E) + m(F) + m(G) , G
como m(A) = m(E) e m(]§) = m(lA:) , temos C
C=G.

b) Falso, observe o desenho ao lado, pois os

triangulos podem ndo ser congruentes, B
apesar de possuirem os trés angulos iguais A=F

(Veja Exemplo 4.14).

5.13. No triangulo RPV temos que m(li)+m(l3)+m(R\A/P)=180° e no
triangulo SVQ temos que m(S\7Q) + m(V§Q) + m(Q) =180° . Assim temos
m(R) + m(P) + m(RVP) = m(SVQ) + m(VSQ) + m(Q). Como R e VSQ sdo

angulos retos e RVP = SVQ pois sdo opostos pelo vértice, temos P= Q .

5.14. Para o triangulo ABC temos que m(A)+m( )+m(ACB)—180°
para o tridngulo BCD temos que m( )+m(BCD) + m(BDC) =180°. Assim,
temos m(A)+m(B)+m(ACB)=m( )+m(BCD)+m(BDC). Como os angu-
los m(AéB) e m(BﬁC) sdo angulos retos, temos m(A) =m(BCD).
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5.15. Seja ABCD um paralelogramo tal que D C
m(A) = 45°. Pelo item a) da Proposicio 5.10, s
temos que m(A) = m(é) =45° . Pelo item b) da

A~ A

A

Proposicao 5.10, m(A)+m(B)=180°, assim Pase
m(B) =135° e, novamente, pelo item a) da A

Proposicdo 5.10, temos m(l§) = m(ﬁ) =135°.

5.16. Sejam ABCD um paralelogramo e BD p C
uma diagonal dada. Consideremos AE e CF
ambos perpendiculares a BD. Pelo Corolario
4.15, AE é paralelo a CF. Sabemos, pelo item E
a) da Proposicao 5.10, que AD = BC e como
AD é paralelo a BC, pelo Teorema 5.4 temos,

ADE = CBF . Assim, pelo Teorema 4.12 (caso A B
LAA,), os triangulos ADE e CBF sdo
congruentes e, portanto, AE = CF.

5.17. E verdadeiro, a primeira parte segue do item c) da Proposicio
5.10 e a reciproca segue do item b) da Proposicao 5.11.

5.18. Sejam DE e CF ambas perpendiculares Df C
a AB. Como CD // AB entdo, pela Proposicao
5.5, DE = CF. Assim pelo Teorema 4.17
(Caso LLA.), os triangulos ADE e BCF sdo

congruentes. Logo, A= B e ADE=BCF.
Como CDE=DCF=90°, entio

m(ADE) + m(CDE) = m(BCF) + m(DCF) = D =C,
como quen’amos demonstrar.

m
|

Al

5.19. Seja ABC um triangulo qualquer e M, N e P os respectivos pontos
médios de AB e BC e CA. Como M e N sdo os pontos médios de AB e BC,

. — 1=
respectivamente, pelo Teorema 5.12, MN:ECA. Analogamente,

AB e P :%BC.Assim,

N | —

concluimos que NP =
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MIN-+ NP+ PM =~ CA+~ AB +~ BC = (AB + BC + CA).
2 2 2 2
Como AB + BC + AC é o perimetro do triangulo ABC, segue o desejado.

5.20. Seja ABCD um losango e M, NP e Q os D
pontos médios de AB, BC, CD e DA
respectivamente. Pelo item a) da Proposicao
5.14, AC e BD sdo perpendiculares. Pelo A 0 C
Teorema 5.12 temos PQ // AC, considerando
o triangulo ACD, QM // BD considerando o
triangulo ABD, MN // AC considerando o M F N
triangulo ABC e NP / BD considerando o B
triangulo BCD. Logo, MN // PQ e NP // MQ.

Seja E o ponto onde PQ intercepta BD, assim m(DEP)Em(Df)C)=9O°,

pois sdao angulos correspondentes, m(DI:IP)Em(ElsN):90°, pois sdo
angulos alternos internos e m(DEQ) = m(EQM) =90°, pois também sdo
angulos alternos internos. Assim, pelo Exemplo 54 ,
m(EQM) =m(MNP) =90° e m(EPN)= m(NMQ) =90° . Portanto, o quadri-
latero MNPQ é um retangulo.
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Capitulo 6

6.1. Seja R um quadrado de lado medindo a. Temos, pelo Axioma 1.7,
que A(R)=a’. Assim, ao duplicarmos a medida do lado teremos
A(R,)=(2a)* = 4a’. Logo, a area é quadruplicada em relacdo a area do
quadrado R. Ao triplicarmos a medida dos lados teremos A(R, )=(3a)’

=9a’. Logo, a area é nove vezes a area do quadrado de lado a. Ao

aZ

2
dividirmos a medida do lado por 2 teremos A(R;)= (%j = e Logo, a

area é reduzida a um quarto da drea do quadrado original.

6.2. Seja R um retangulo de base medindo b e altura medindo h,
sabemos, pelo Teorema 6.6, que A(R)=b.h.

a) Se duplicarmos a medida h da altura teremos A(R;)=Db(2h)=2(bh).
Logo, a drea é duplicada.

b) Se duplicarmos a medida b da base teremos A(R,) = (2b)h = 2(bh).
Logo, a area também é duplicada.

¢) Se duplicarmos a medida b da base e a medida h da altura teremos
A(R;) = (2b)(2h) = 4(bh). Logo, a area é quadruplicada.

6.3. Seja R, um retangulo de base medindo b e altura medindo h, e R,
outro retangulo de base de mesma medida b e altura medindo h,.
Temos pelo Teorema 6.6 que A(R;)=bh; e A(R,)= bh,. Assim,
AR,) bh, h

=—1=—1 como queriamos demonstrar.
AR,) bh, h,

6.4. a) Seja T, e T, tridngulos de bases de mesma medida b e alturas

medindo h. Pelo Teorema 6.8, A(T])=% e A(Tz):%. Logo, T, e T,

tém mesmas areas.

b) Dados dois triangulos T, e T, de alturas medindo h e bases medindo

b, e b,, respectivamente. Temos, pelo Teorema 6.8, que A(T,) =? e
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b,h
A(T2)=@- Assim, A(T1)= 2 =m.i=ﬂzi, como
2 A(T,) bh 2 "'b,h bh b,
2

queriamos demonstrar.

6.5. Um poligono regular P de n lados determina n triangulos isésceles

L2 .
T,, T,, ..., T, com bases de mesma medida 4 e alturas medindo a, que
n
sdo apotemas do poligono. Sendo assim, pelo Axioma II1.6, temos
s R A
AP)=A(T)+A(T)) +..+A(T)=—"+ 0 4 4+ N -
2 2 2
= la.(ﬁ+2—p+ ...+Q) = la. n-2p = la.2p =a.p=p.a.
2 n n n 2 n 2

6.6. Como os dois triangulos possuem um cateto com a mesma medida
podemos considerar T, e T, triangulos com altura de mesma medida e
bases com medidas diferentes. Entdo, pelo Exercicio Erro! A origem da

P . A(T) 18 3 ~
referéncia nao foi encontrada., temos ———=—=—. Logo a razao
A(T,) 24 4
. o a , 3
entre as areas dos dois tridngulos é R
6.7. Seja T o triangulo ABC.
a) Pelo Teorema 6.8, temos que A(T)= AB;D =%=36. Por outro
BC-AE _ BC. BC.
lado, A(T) _BC AE:E. Assim, 36=ﬁ o que implica que
2 2 2
BC=12.
b) Pelo Teorema 6.8, temos que A(T)=]5—'5=§. Por outro lado,

também pelo Teorema 6.8, A(T) = % Logo,
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¢) Pelo Teorema 6.8, A(T)= % . Por outro lado, A(T) =

ch aAE — ¢
—_——
2 2

h

E=—

d

a. .
—— . Assim,
2

6.8. Sejam T um tridngulo de base medindo b e altura medindo h, e P
um paralelogramo de base medindo b e altura medindo h,, temos, pelo

Teorema 6.8, que A(T)=% e, pelo Corolario 6.10, A(P)=bh,. Como

por hipétese A(T)= A(P), temos % =bh, = h, =2h,, ou seja, a altura

do tridangulo mede o dobro da medida da altura do paralelogramo.

6.9. Seja ABC um tridngulo qualquer e CM a
mediana tracada por C. Assim, os triangulos
T,= AMC e T,= MBC, por defini-cdo, tém
altura com a mesma medida h. Como por
hipétese temos que b; = b, = b, pois CM é
uma mediana, teremos, pelo Teorema 6.8,

b;h bh

AT )= = 22

que A(T,) 5 5
A(Tz)zb%zh = % Logo A(T;) = A(T,)

6.10. a) Considere ABCD um quadrilatero con-
vexo, com diagonais perpendiculares entre
si como no desenho ao lado. A convexidade
de ABCD garante que as diagonais dividem o
quadrilatero em 4 triangulos. Seja m a medi-
da da diagonal maior e n a medida da diago-
nal menor. Como os tridngulos CED= T,,
BEC= T, , AEB= T, e AED= T, sdo retangu-
los, por hipotese, temos do Axioma IIl.6 e
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da Proposicdo 6.7, que
A(ABCD)=A(T,)+A(T,) +A(T;)+A(T,)=
_XZ, 7y Wy WX _ z(x+y)+ wix+y) _ (x+y)z+w)
2 2 2 2 2 2 2

Como x+y=n e z+w=m, temos A(ABCD)= ? ,

como queriamos demonstrar.

b) Dado um losango L de diagonais medindo m e n, sabemos pelo item
a) da Proposicdo 5.14 que as diagonais do losango se cortam formando

angulos de 90°. Logo, pelo item a), A(L)=%, que é a metade do

produto das diagonais.

6.11. Queremos um ponto P tal que A(T)=k,

onde T é o tridngulo ABP. Assim, se h éa ------ -P-- ----------

medida da altura de ABP em relacdo a AB, X
AB.h .

pelo Teorema 6.8, A(T)= ——, ou seja, < -]

L 2 A B

AB.h .

——=k. Logo, h=2=k. Entdo, basta

2 AB R R

considerarmos um ponto P tal que a

distancia de P a AB seja 2=k Assim ,A(T)=£.2=k=k. Existem
AB 2 AB

infinitos pontos com esta propriedade: sdo os pontos X que pertence as

retas x e y paralelas a AB e que distam /2\=ll;da reta AB.

6.12. Consideremos o tridngulo ABC ao lado A
de catetos medindo a e b e altura relativa a
hipotenusa medindo h. A area de ABC pode n
ser calculada de duas maneiras: b L C
_ch _ab h
A(ABC) = m
Pelo Teorema de Pitagoras, temos c>=a’*+b?

C a B
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ou seja, c=+a’+b? .Logo,h = L.
va?+b?

6.13. Pelo Teorema 6.11 (Teorema de Pitagoras), temos
(@)2 =m? +m? :(@)Z —2m? = OB=mv2,
(&)2 =m’ +(m\/§)z :(&)2 =m’ +2m’ :(&)Z =3m’> = 0C=mv3,

(ﬁ)z =m2+(m\/§)2:>(ﬁ =m’+3m’ =

= (O_D)Z = 4m? = 0D =2m = m+/4.
(ﬁ)z =m’+(2m) = (ﬁ)z —5m’ = OE=mw/5, a préxima devera ser
m\/g . Generalizando o resultado temos

OX; =mvi+1; comi=1,2,.., onde X ¢ a extremidade da hipotenusa de
cada triangulo retangulo construido.

6.14. Seja T o trapézio DEAC, onde DE // AC D:—-a--,«?

e ABC um triangulo retangulo em C YTy
conforme desenho ao lado. Primeiramente bE i Y
vamos demonstrar que m(EﬁA) = 90°. Para E ;T Y

isto, consideremos a reta BF paralela a DE.
Como m(é) = 90° entdo

mCBA) + m(CAB) = 90° .
Como os triangulos ABC e BED sdo congruentes pelo Teorema 4.3 (Caso
LAL), temos que CAB=EBD e CBA=BED. Como BF e DE sio paralelas

os angulos BED e EBF sdo congruentes, pois sdao angulos alternos-

internos. Analogamente CAB = ABF . Como BF passa por B ela divide o
angulo EBA e, assim, m(EﬁA) = mCl§A)+m(CAB)=90°.

Pelo Teorema 6.9, A(T)= w. Por outro lado pelo Axioma III.6,
ab ab «cc -

temos que A(T)= ?+7+?. Igualando as duas equacdes temos

b* +ab+ab+a’ _ 2ab c?

+—=ct=a’+b2.
2 2 2
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6.15. (1°. Modo) Seja ABC um triangulo
retangulo em C e angulos agudos medindo 8
30° e 60° cujo lado AB mede c. Considere

. 030
um ponto D sobre a reta AC no semi-plano c /0 ¢
oposto a A em relacdio a BC tal que
CBD=30°. Assim obtemos um tridangulo A A60° 60°

equildtero de lado c. Como BD = BA, —C
DBC=ABC e BC é comum ‘
aos triangulos ABC e DBC, temos pelo Teorema 4.3 (Caso LAL) que estes

~ c . .
sdo congruentes. Logo, C= 5 Além disso,

BCZZABZ—ACZ:CZ— S :CZ_C_:?)L.LogO’ Bczﬁc_
2 4 4 2

;. — 1
(2°. Modo) Pelo Exercicio 4.18 temos AC=EC. Pelo Teorema 6.11

2

(Teorema de Pitagoras), BC'=AB" —AC = % Logo, BC = gc .

6.16. Seja ABC um triangulo isosceles tal C
que AC=BC=14 e CAB= CBA =30°. Seja
D o ponto médio de AB entdo CD é a bisse-

triz de ACB e a altura de ABC em relacdo a

AB. Logo, BCD é um triangulo retangulo

com angulos agudos 30° e 60° . Pelo Exerci-
- 30° 30°

cio 6.16, AB=2.BD=2.§.14=14\/§ e A D B

cD =% =7.Temos entdo, A(ABC) = 14';/5'7 =49.4/3 cm
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6.17. Seja ABCD um paralelogramo onde AD é B 18
paralelo a BC, m(BAD) = 30°, AB=8 e
AD=18. Tracando a altura por B relativa ao 8

lado AD obteremos um triangulo retangulo 3
com angulos 30° e 60°. Logo, pelo Exercicio

Al

— AB
6.15, temos que BE_T e, portanto, pelo E 18 D

Corolario 6.10, Area(ABCD)=AD.BE=18.4=72.

6.18. Consideremos um triangulo equilatero C
ABC e CD a altura em relacdo a AB. Logo,
h=CD. Como o tridngulo é eqiiilatero, seja
a a medida dos lados deste triangulo, a a
temos, pelo Exemplo 4.10, que a altura é

também a mediana. Assim BD =

l -
—.a=AD.

D
2 A

Is1
d

2 2 2 2 2
temos que a2=h2+(%j , logo, h’ =a2—a—=4El a =3%. Assim,

Pelo Teorema de Pitagoras

4 4
hZ
temos a’ =

: 2V3
,ou seja,a = T\/_h. Pelo Teorema 6.8, temos

23

A=£_73 .h.h_\/i'hz
2 6 3

6.19. Seja ABCD um trapézio conforme o
desenho ao lado. Tracemos as alturas DE e
CF. Pelo Exercicio  6.15, temos

ﬁ:@:%:sﬁ e C_F:%:S.

Como o triangulo ADE é isOsceles, pois
ADE = 45°, temos AE = DE . Além disso, A

o
E

F B

CD é paralelo a AB e, logo, AE=CF=8. Também, EF =5, pois EFCD é
um retangulo, uma vez que DE e CF sdo alturas do trapézio. Portanto,
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A(ABCD)=%.[(E+§+§)+R1&=
=%.[(8+5+8\/§)+518 _(18+8v3)4=72+32J3 cm?.

6.20. Seja a = AB e x = AC. Por hipéte-

a X . 2
se, temos — = ,assima‘—ax = x" e,
X a-—-x

—aia\/g x/g—l
2 2

entdo x = . Como x é medida de segmento, X = a que

é chamada a proporcao aurea. Para encontrar o ponto C, encontramos o
ponto médio M de AB como feito no Exer-
cicio 4.6. Com a ponta seca do compasso ..-——-E

em A e abertura AM construimos a semi- )
circunferéncia que encontra AB num ponto
D. Ainda como no item d) do Exercicio 4.6 ’ : )
construimos a perpendicular a AB por A [

que encontra a semi- circunferéncia com B M A D

centro A e raio AB num ponto E. Observe
que no triangulo retangulo MAE temos, pelo

. — 5 .
Teorema de Pitdgoras que ME :ag.
Assim, com ponto seca do compasso em D i
e abertura ME, obtemos em AB um ponto :

— 5 a_ 5-1 | X §
C tal que AC—aT—E—a 5 ,como e A D

queriamos construir.
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Capitulo 7

N b ¢ .
7.1. Dadas as razoes —=—=—..., elevando todos os termos a expo-
q

a
p r

ente (—1) temos

-1 -1 -1
E:E:S_“,:i :E :[Ej :“.:B:ﬂziz'“,
p q r p q r a b c

mostrando assim o desejado.

7.2. (1°. Modo) Dado E:E temos que a.q = b.p (1), somando bq nos
P 4

dois lados de (1) temos a.q+b.q = b.p+b.q = (a+b)q= b(p+q) =

a-gb ~P*9 pe maneira analoga subtraimos bq em ambos lados de
q

(1) e obtemos a-b _b=q
b q
a b a p
(2°. Modo) Como —=—, temos que —=—. Somando 1 a ambos os

P q b q

membros da igualdade obtemos %+1:R+1 e, assim, atb_p+q
q q
Analogamente, subtraindo 1, teremos a;b _b=q
q

a b ~ . . . .
7.3. Se —=— entdo b é a média geométrica entre a e c. Seja a= 24 e
C

c=6, logo %:%3 b* = 144 = b=12. Portanto, a média geométrica

entre 24 e 6é 12.

7.4. Pelo Exemplo 7.2, a congruéncia é uma semelhanca e pela
Proposicdo 7.7, a semelhanca é uma relagdo de equivaléncia, assim uma
relacdo transitiva.
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7.5. (1°. Modo) Como D e E sdo os pontos

médios dos lados AC e BC respectivamente N

temos AC=2CD e BC= 2&, e do Teorema

5.12 temos que E:zﬁ, e portanto os D E
lados do triangulo CDE sdo proporcionais

aos lados do triangulo CAB, além disso,

CAB =CDE e CBA =CED, pelo Exemplo 5.4 A B

e ACB é comum aos dois triangulos. Portanto CDE~CAB, pela
Definicdo 7.1.

C
(2°. Modo) Como D e E sdao os pontos me-
dios dos lados AC e BC por hipétese, pelo
Teorema 5.12, DE é paralelo a AB e assim, D E
pelo Exemplo 5.4, CAB=CDE e CBA =CED.
Logo, pelo Corolario 7.9, CDE ~CAB.
A B

7.6. Seja ABC um tridangulo e D, E e F os

e : C
pontos médios de AC, AB e BC, respecti-
vamente. Pelo Teorema 5.12 temos que
AB=2DF, AC=2EF e CB=2DE, sendo D F
assim, os lados do triangulo DEF, sdo propor-
cionais aos lados do triangulo BCA. Assim,
pelo Teorema 7.11, temos que ABC ~EFD.

7.7. Como por hipétese AEB~DEC, temos D C

que BAC=EDC, mas como AB / CD entdo
BAC =ECD pois sdo angulos alternos-inter-
nos, assim EDC =ECD, logo o triangulo DEC E
é isosceles, e assim DE = EC. Mas se
AEB ~DEC temos ABE=ECD =BAE, e o tri- .
: B

angulo AEB também € isosceles, logo AE = EB.
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Temos também que AED =BEC, pois sdo opostos pelo vértice.
Portanto, os tridngulos AED e BEC sdo congruentes pelo Teorema 4.3.
(Caso LAL), logo AD = BC, como queriamos demonstrar.

7.8. Sejam D e E os pontos de interseccdo C
da reta dada com os lados do triangulo,
como no desenho ao lado. Por hipétese, DE
// AB, assim temos, pelo Exemplo 5.4 que
CDE=CAB e CED=CBA, pois sdao angulos
correspondentes. Portanto, pelo Corolario
7.9, os tridangulos CDE e CAB sao
semelhantes. A B

7.9. Sejam ABC e DEF triangulos semelhantes, CH e FH’ as alturas
correspondentes. Assim, por definicdo, temos A = DeH=H pois sdo
angulos retos. Logo, pelo Corolario 7.9, ACH é semelhante a DFH’.
Portanto, as alturas estio na mesma razdo que os lados
correspondentes.

C F

ol ol
A H B D H E

7.10. a) Como RP // SQ entdo S=P e Q =R,
pois sdao angulos alternos-internos. Logo,
pelo Corolario 7.9, temos o desejado.

b) Seja r a reta que passa por V e é paralela
a SQ e a RP. Pelo Teorema 7.4 (Teorema de

Tales) temos que l = ﬂ . Logo RV.VS = %W .
vQ VS

55



Geometria Plana e Espacial ]. R. Geronimo/V. S. Franco

7.11. Suponhamos que ABC ~EFG. Sejam
CD e GH duas medianas de ABC e EFG,

respectivamente. Temos, por hipdtese, que C G
AD EH 1 :

—=—=—, pois D e H sao pontos

AB EF 2

médios de AB e EF, respectivamente. Assim,

AD AB :

— =— Mas, por defini¢cdo de semelhanca

EH EF A D B

. . . AC_AB_AD
de tridangulos, A=sE e ==—==—.
EG EF EH
Logo, pelo Teorema 7.10 temos que ACD~EGH e portanto,
D _AD_AB_BC_AC

GH EH EF FG EG

7.12. A afirmagao ¢ falsa. De fato, considere C
um tridngulo is6sceles ABC com base AB.

Seja D um ponto em S,; tal que B estd entre

A e D. Considere a semi-reta S, temos que

CD é comum a ACD e a BCD e AC = BC,

assim nos triangulos ACD e BCD temos dois

lados proporcionais com razao 1, ou seja,

- A B D
D %:1 . Além disso, D é comum aos dois triangulos ACD e BCD,

" I . AD
no entanto estes trlangulos nao sao congruentes pois E >1.

7.13. Seja ABC um triangulo escaleno e,
sem perda de generalidade, consideremos
o angulo externo CAM, onde A estd entre B
e M, e a bissetriz S,, de CAM, onde C esta
entre B e D. Temos que r,, ndo é paralela a
Iye pois, caso contrdrio, teriamos um
triangulo is6sceles de base BC (demonstra-
¢do do Teorema 7.5). Assim, consideremos
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areta r; paralela a r,, por C. Como r; / AD temos DAC = ACE (angulos
alternos internos) e MAD = CEA (angulos correspondentes). Por

hipétese, MAD = DAC, assim ACE= CEA, ou seja, AEC é isdsceles. Logo,
AE=Db e, aplicando o Teorema 7.2 com as transversais AB e BD nas
paralelas AD, EC e s, obtemos o resultado desejado.

7.14. Seja ABC um triangulo tal que
AB=16, AC=12, BC=6 e m a distancia
de X a A e n a distancia de X a B.
Primeiramente determinaremos m. Pelo
Teorema 7.5 temos

Z
2 m_ , m 1) A X B Y
6 n n
Sabemos que m + n =16, entdao 16
n=16-m. (2)

32
Substituindo (1) em (2) temos 221=16—m:>m=32—2m:>3m=32:>m=§.

a , 32 . o
Logo a distancia de X a A é 3 Seja z a distancia de Y a B, pelo

m+n+z 12

Exercicio 7.13 temos —— = ? , mas como n+m =16 temos
z
16+z .
=2=2z=16+z=12z=16,logo a distinciade AaY é 32.
z
7.15. Mostremos inicialmente que AHC~CHB. C

De fato, como os tridngulos tem os trés
angulos internos congruentes, temos, pelo
Teorema 7.8 que os tridangulos sdo seme-
Ihantes. Mostremos que AHC~ACB. Como A /. -
é comum aos dois tridngulos, m(C)=90°e A H B

m(CﬁA):90°, pelo Coroldrio 7.9, os dois tridangulos sdo semelhantes.
Agora, pela Proposicdo 7.3 é imediato que CHB ~ACB.
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7.16. a) Pelo Exercicio 7.15,

AHC~CHB. Assim 2=,
m h

b) Como CHB~ACB (Exercicio 7.15) entdo

i=E. Como AHC~ACB (Exercicio 7.15),
c a
. b m
entdo —=—.
c b

7.17. Pelo Exercicio 7.15, temos que h’= r.s,
ou seja, h=+/rs. Como AB=r+s, temos,

pelo Teorema 6.8,

A(ABC)=J§.@.

7.18. Sejam ABC=T, e A'B'C’= T, triangulos

temos

que

semelhantes de alturas medindo h, e h,, C ¢
respectivamente, conforme desenho ao
lado. Entdo, por definicio e Exercicio 7.9, b/ \a b} T a’
£=R_£=h—1=k. Pelo Teorema 6.8, ’
¢ b ¢ h h
1 Ll 2
A=D1 e A =M Agsim A c B,
c.h,
AT) _ 2 _ch
A(T,) ¢hy ¢,
2
Como c = .k e h; = h,.k pois T, e T, sdo semelhantes, temos que
A(T) _ ch _ ckhyk _i2
A(T,) ch, c.h, '
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7.19. Seja ABC~A'B’C’, por hipdétese, %:5. Como A(ABC)=6, pelo

Exercicio 7.18, M: (5)*, ou seja, A(A'B'C') = 25.6 = 150cm>.
A(A'B'C)

7.20. Pelo Corolario 7.9, ABC~DEC, pois ~H

ABC=DEC e BAC=EDC (angulos corres-

pondentes) e portanto AB=3.DE, uma vez

que AD =2.CD. Pelo Exercicio 7.9, temos

CH=3.CF. Assim, A(ABC)= ABCH
ABCH
A(CDE) = 33 :l. AB.CH
2 9" 2
Logo, A(ABC)=9.A(CDE). Se A(ABDE)=40 e entdo A(ABC) — A(CDE)=40.
Portanto, A(ABC) — @ =40 = 8.A(ABC) = 360 = A(ABC) = 45cn?’.
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Capitulo 8

8.1. De fato, consideremos o desenho ao B
lado, onde A é o ponto de tangéncia e BC é \
a corda dada. Pela Proposigdo 8.8, na circun- c
feréncia menor temos AO L BC. Logo, pela

Proposicdo 8.4, na circunferéncia maior,
temos AB=BC.

8.2. Sejam AB o diametro de uma s
circunferéncia de centro O, r uma reta
tangente a circunferéncia por A e s uma
tangente por B. Pela Proposicdo 8.8, r LOA

A.
e s1OB. Logo r e s sdo perpendiculares a o)
AB e, portanto paralelas pelo Corolario 4.15.

8.3. Seja A o ponto onde as circunferéncias

se tangenciam e r a tangente comum as

duas circunferéncias no ponto A. Sabemos,

pela Proposicdo 8.8, que OA L re O'A L r. 0
Suponhamos por absurdo que O, A e O’ nao

sdo colineares. Entdo as retas AO e O’A sdo

distintas e perpendiculares ar em A, o que

contradiz o Teorema 3.22. Portanto O, A e O’ sdo colineares.

8.4. Sejam AB e CD cordas de uma circunfe-

réncia de centro O e raio r, OE e OF as
distancias de AB a O e de CD a O, res-

pectivamente. Suponhamos que OE =OF,
assim, pela Proposicio 8.4, BE=AE e
DF =CF, pois OE e OF sdo perpendiculares
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a AB e a CD, respectivamente. Logo, pelo Teorema 4.17 (Caso LLA.), os
triangulos OEB e OFD sao congruentes. Assim, BE =DF e, portanto,

AB =CD. Reciprocamente, consideremos AB
e CD cordas congruentes, E e F os pés das
perpendiculares por AB e CD, respectiva-
mente, passando por O. Pela Proposicdo 8.4,
E e F sdao pontos médios de AB e CD,
respectivamente. Como os triangulos OEB e
OFD sdo retangulos, pelo Teorema 4.17
(Caso LLA-), temos que OEB = OFD, pois
ambos tém hipotenusas e um dos catetos
congruentes. Assim, OE = OF e, portanto, as cordas sdo eqiiidistantes
de O. Observe que em ambas as demonstra¢cdes podem ter AB e CD em
circunferéncias congruentes distintas.

8.5. Numa reta r qualquer tomemos um
ponto A. Utilizando o Axioma IV.1,
marcamos em r pontos B e pontos C tais
que AB = a e BC = b. Encontramos a
mediatriz de AC conforme Exercicio 4.6 e , o
tracamos a circunferéncia y de centro M e A M B C

raio AM. Tracamos a perpendicular s por B,

conforme Exercicio 4.6. Seja D = y n s. Pelo Coroldrio 8.16, o tridangulo
ACD é retangulo em D. Pelo item a) do Exercicio 7.16, segue o
resultado.

8.6. Como AB = OC entdo o triangulo OAB é B

eqiiilatero pois OB =0A =0C . Assim temos, A 4

m(AB )= 60°. Como o segmento BC é um
diametro entdo m(BC) = 180° e, portanto,
m(AC )= 180° — 60° = 120°.
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8.7. Sejam AB e DC duas cordas congruen-
tes, como AO, OB, OC e OD sdo raios entdo
estes sdo todos congruentes. Assim, pelo
Teorema 4.11 (Caso LLL), ABO = DCO, e
portanto AOB = COD, como queriamos
demonstrar. Reciprocamente, suponha-mos
que AOB = COD, como AO, OB, OC e OD sio
raios da circunferéncia, pelo Teorema 4.3
(Caso LAL), ABO = DCO, portanto AB = CD. As mesmas demonstra¢des
valem para as cordas AB e DC em circunferéncias congruentes.

8.8. Seja C uma circunferéncia de centro O e
raio r. Consideremos r, e r, retas distintas
que passam pelo ponto O. Em r; e r, existem
dois pontos A e B, respectivamente, tais que

OA=0B =r. Logo, A, B € C. Consideremos ~ P| [F

agora o segmento AB, que, pelo Teorema

2.13, possui infinitos pontos. Para cada 5

ponto P de AB considere a reta OP. Disto

segue que existem infinitas retas pelo ponto

O e que contém um ponto de AB. Para cada uma dessas retas considere
o ponto D tal que OD=r. Logo, D € C e como os pontos sio distintos
obtemos um ndmero infinito de pontos pertencentes a circunferéncia
C, como queriamos demonstrar.

8.9. Pelo Coroldrio 8.16, temos que m(A) = 35°. Pela Proposicio 8.15,
temos m(COB)=2 x 35°= 70°.

8.10. As medidas dos arcos serao:
m(AB ) = m(AC) + m(BC) = 160°,
m(CD) = 2.m(A) = 150° e
m(BD) = m(CD)-m(BC) = 80°.
Seja CE um didmetro, temos
m(AD) = m(AE ) + m(ED).

Como CE é um diametro temos

E D
m(AE ) = 180°—m(AC) = 90° e

m(ED) = 180° - m(CD) = 180° —m(CD) = 180° — 150° = 30°.
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Logo, m(AD) = 90° + 30° = 120°. Quanto as medidas dos outros
angulos, pela Proposicado 8.15, temos

m(B) = m(AC )2 + m(AD )22 = 45° + 60° = 105°,
m(C)= m(AD)2 + m(BD )2 = 60° + 40° = 100°,
m(D) =m(AB )12 = 80°,
m(ACD) = m(AD )2,
m(BCD) =m(C ) - m(AC D) = 40°,
m(BDC) = m(BC )2 = 35° e
m(ADC) = m(D) — m(BDC) = 45°..

8.11. Pelo Corolario 8.16, temos

m(ACB) = m(ADB) = 90°
e pelo Teorema 4.17 (Caso LLA;), temos ABC
congruente a ABD.

8.12. a) Sejam AB um segmento de reta A
qualquer e r a mediatriz de AB. Tomamos p -
em r um ponto P qualquer. Os triangulos M

APM e BPM sao congruentes pelo caso LAL.
Assim AP e BP sdo congruentes. Como P foi
tomado arbitrariamente, temos o resultado.

b) Sejam C uma circunferéncia de centro O,
AB uma corda de C e r a mediatriz do seg-
mento AB interceptando AB no ponto médio
M. Suponhamos que r ndo passe por O. Pela
Proposicao 8.5, sabemos que OM | AB. Mas,
por hipétese, r também e perpendicular a
AB em M. Assim temos duas retas
perpendiculares a AB passando

pelo ponto M, o que é um absurdo. Logo, r passa por O.
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8.13. A circunferéncia inscrita e os arcos
dados sdo tangentes, logo, pelo Exercicio
8.3, seu centro, o ponto de tangéncia e o
centro de cada arco sdo colineares. Desta
forma, ligamos A ao ponto médio N da
corda BC e obtemos uma reta s que contém
o centro O da circunferéncia inscrita e
ligando B ao ponto médio M da corda AC
obtemos uma reta t que contém O. Logo,

rns = 0. Seja D o ponto médio de AB. Como O eqiiidista de Ae B, a
reta OD é a mediatriz de AB. Assim, pelo Proposicao 8.7, OD é raio da

circunferéncia inscrita cuja medida é r = OD. Assim, pelo Teorema de
Pitdgoras temos

2 2
a a
(al—r)2 =r2+(5j —a’-2ar+r’ =r2+7:>

2 a’ 3a’ 3a’ 3a
=D2ar=a" ——=2ar=—=r=—=r=—1.
4 4 8a

8.14. Sabemos que o angulo externo DBA ¢
igual a soma dos outros dois ndo adjacentes A

a ele. Logo, m(DﬁA) = m(ACB) + m(CAB) .
Assim, temos que a diferenca entre o angulo
externo da base e o angulo da base é 0.
(m(ACB) + m(CAB))-m(ACB) = m(CAB). |,
Pela Proposicdo 8.15, temos que Bvc
m( BC )=2. m(CAB),

mostrando o desejado

8.15. Seja P um ponto exterior a uma
circunferéncia de centro O. Tracamos a reta
PO que, pela Proposicdo 8.10, encontra a
circunferéncia em dois pontos, diagamos A
e B. Por P tracamos uma tangente a
circunferéncia que a encontra num ponto T.
Pela Proposicdo 8.8, o raio OT e a reta PT
sdo perpendiculares. Pela Proposicao 8.15,
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m(BT A)=90°. Se m(O T B)=a,, entdo m(OB T) = a, pois TOB é isosceles.

Temos m(OT A)=90° — o. e m(OT P) = 90° — m(O T A), assim m(AT P) =a

Assim, pelo Coroldrio 7.9, os triangulos PTA e PBT sdo semelhantes,

pois possuem dois 4ngulos congruentes, a saber, ATP = PBT e p
PB —

comum. Portanto, H__ PT —PAPB.
PA PT

8.16. Pelo Exercicio 8.15, temos que
ﬁz =PB.PC . Assim

6> =4.(4+x)=>36=16+4x =

= 4x=20=>x=5.
Pelo Teorema 8.17, temos que
EA.EB =ECET . Como AB =14 pois AB=2.R
e EB=1, temos que EA=13, logo

1 .
13.1=5y =y :?3 . Portanto, os valores de x e y sdo respectivamente

5eE
5

8.17. a) Sejam ABC um triangulo qualquer,
M e N os pontos médios de AC e BC,
respectivamente. As medianas AN e BM se
interceptam num ponto O interno a regido
triangular, pois como o segmento NA é
interno ao triangulo ABC, AN intercepta
qualquer segmento com extremos em AB e
AC, num ponto interno. Seja X o ponto
médio de OA e Y o ponto médio de OB. Pelo

Teorema 5.12, XY e AB sdo paralelas e ﬁz%@. Também, pelo

Teorema 5.12 MN e AB sado paralelas e W:%E. Assim MN e XY sdo

paralelas e MN = XY . Logo, OMN=0YX e ONM=OXY, pois sdo
angulos alternos internos. Portanto pelo caso ALA, MNO=YXO e dai NO
= OX, donde segue que 20N=0A e 20M= OB. Assim O divide as
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medianas NA e BM na razdo 2:1. Por tltimo observemos que de maneira
analoga ao que fizemos acima, se tomarmos P o ponto médio de AB, a
mediana CP divide o segmento AN numa razao tal que o maior é o
dobro do menor, e, portanto CP passa por O, donde segue que as
medianas se interceptam num Unico ponto.

b) Seja ABC um tridangulo qualquer. C

Tracamos as retas: por A, paralela a BC; por

B, paralela a AC e por C paralela a AB. Pelo

Corolario 5.2, estas paralelas se interceptam A B

duas a duas em pontos que chamaremos de

A’, B e C como mostra o desenho ao lado.

Da maneira como construimos, é facil ver

que os quadrilateros ABCB’, ABA'C e ACBC' p’ C A
sdo paralelogramos. Portanto, AB=A’C=B'C,

AC=AB=CB e BC=BA=CA. Por outro lado, as alturas do triangulo,
sendo perpendiculares a AB, AC e BC, pelos pontos C, B e A,
respectivamente, sdo perpendiculares também a A'B’, A’'C’ e B'C’, nestes
pontos. Mas estas perpendiculares sdo mediatrizes do triangulo A’'B'C’
que, pelo Coroldrio 8.22, se interceptam num Unico ponto. Portanto as
alturas do triangulo ABC se interceptam num (inico ponto.

8.18. A medida sera % pela Definicdo 8.37. De fato, se percorrer-

mos a circunferéncia toda, teremos um angulo medindo 2nG. Assim,
21G corresponde a 2m rad e 2mR corresponde a x rad, ou seja,

2nGx = 4n°R, assim X = %

8.19. Se o comprimento de C é 2nR, entdo o comprimento de C' é nR.
2 2
R R . .
Logo, A(C) = nR* e A(C')= R(Ej = TET' Portanto a drea de C é quatro
vezes a area de C'.

8.20. A area do primeiro desenho serd a area da semi-circuferéncia de

. a . . .
raio 5 mais a metade da 4rea do segundo desenho. A 4rea do segundo
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desenho serd a area do quadrado de lado a menos a circunferéncia de

2 2

raio =, ou seja, A,=a’-n<| =a’-"L —a2l1-Z|. Logo,

2 2 4 4

G

2
T a (]_J 2 2 2 2
A = 2) . 4)_ma ja _ma =2 A édrea do terceiro
2 2 8 2 8 2

., . . . b ;
desenho serd a area da semi-circunferéncia de raio 5 menos a area da

. L . b .
semi-circunferéncia de raio — . Assim,

b b’
A_T{zj _n(sj mb’ b b’ []_ lj_n.bz 8 b’
2 2 8 72 8 '
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Capitulo 9

9.1. Em primeiro lugar, fixemos um ponto A
na margem de acesso e um ponto B na outra
margem, tal que AB seja perpendicular as
duas margens (isto deve ser feito de forma
aproximada) . Em seguida fixemos um ponto
C na perpendicular a AB no ponto A com
distancia m de A. Obtemos a medida do
angulo ¢ que CA forma com CB. Assim temos

tg o= X Portanto x = m.tg ¢. Logo, a largura do rio serd m.tg ¢.
m

Seja T um ponto do topo do edificio e P o I
pé da perpendicular baixada por T. Tome- I
mos um ponto A a uma distancia m do edifi- (-
cio. Em seguida calculamos o angulo 0 entre — )

' h [
as retas AP e AT. Assim teremos tg 6=— e, i

m N

portanto, h=m.tg 6. H_I b m o[\A

9.2. O problema pode ser ilustrado pelo
desenho ao lado. Assim,

3 03

10 3
te0=10 = tep= > = 0 ~16,7°.
ST T 6

9.3. Calculemos primeiramente sen— . Pelo item b) da Proposicdo 9.3 e

pelo Exemplo 9.4 temos

T
senl —send0
20 2
Pelo Teorema 9.1, temos

68



Apéndice B. Resolucao dos Exercicios Propostos

2 T 2 T o 10+2\/§
cos’ — +sen’ — =1=> cos’ =1—
20 20
:coslz\/g 4+\/10+2 4+ 10+2
20 V
Também,
10+2
Se“* 4-y104245
tg

cosﬁ \/4+\/10+2\/_ 4+\/10+2\/_

Calculemos agora seng. Pelo item a) da Proposicao 9.3 e pelo Exemplo

9.4 temos

senE = sen2l = 25enlcosl =2
5 10 10 10 4 4

ﬁ—]]{ 10+2\/§]:

i x/E[J10+2\/§)—J10+2\/§

8

Pelo Teorema 9.1, temos

(ﬁ(\/10+2£)+\/10+2\/§)2 )

64

T T i
cos’ = =1-sen’* == cos—=1/1-
5 5 5

_[\/E(\/10+2\/§)+«/10+2\/§)2

= COS— = 64
\/E(J10+2\/§)—\/10+2\/§
- sen—
Assim, tg—= 755 = 8 -
cos 64_(J§(\/10+2\/§j+\/10+2\/§j
64
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. 3n T 37 i 3n T
Pela Proposicdo 9.2, sen— = cos | ——— [ = cos —, cOS — =sen —
10 2 10 5 10 5
3n 1 2n . .
etg — =—- Calculemos agora sen— . Pelo item a) da Proposicio
10 tgg 5

2
9.3, temos sen%zsenZ[?JzZsengcosg e, pelo Teorema 9.1,

2n 2 2T i nY
cos—=./1-sen”"— =_|1—| 2sen—cos— | ,
5 5 5 5

e T s
sen— 2sen—cos—
5 5

5 21 2
cos—- T W
5 1—-| 2sen—cos—

( 5 5)

9.4. Numa reta r construimos um segmento AB qualquer. Seja D um

) ] . AB_AD
ponto em AB tal que AD é o segmento 4ureo de AB, ou seja, — = E ).
Tomamos a medida de AD e construimos o triangulo is6sceles BDC
onde os lados BC e CD tem a medida de AD, logo m(A) = m(ACD) = a
e m(]§) = m(CﬁB) = . Pelo Teorema 7.10, os triangulos ABC e CBD

LA -~ .« AB BC .
sdo semelhantes, pois B é comum e, pela relacdo (), — =—". Assim,
BC BD

m(BCD) = m(A) = a. Mas, pelo Teorema 4.8, B = 2a, logo, pelo

N A N

Teorema 5.6, m(A) + m(B) + m(C) = 180° assim o = 36° e p =2a=72°.

temos

3
9.5. a) Dado senf = o 0<0< g . Pela Relacdo Fundamental, temos

c0529+se1126)=1:>coszezl—i:moszé)zﬁzcos€)=i
25 25 5
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3
e, por definicio, tgd = send Stg=2= tg = E
cos 4 4
5
b) (1°. Modo) Por definicdo, temos
tgb = send =5= send =send=5cos0. (1)
cosO cosO

Assim, pela relacdo fundamental, vem
cos” 0+sen’0 =1= (5co0s0)* +cos’ 0 =25cos* 0+ cos’0=1=

V26 V26

L ﬁ:cos@——
V26 26 26

26c0s’0=1=cosO =

Assim, de (1) segue que, sen® =5cos0 = send = 5.%66.
(2°. Modo) Pelo Teorema 9.1, temos sen® 0 + cos* 0 = 1 e pelo item a)
1 _ tg’e

temos cos> 0 = —.Logo,sen’6 = 1- — = .
1+tg-0 1+tg"0 1+tg-0

9.6. Considerando o triangulo equildtero ao

lado, por definicio temos cos%z% e

2
sengzh. Assim, do Teorema 6.8, temos \
1h 3
que A= —=A, = cos~ sen’ . 1 1
2 3 3 2 2
9.7. Consideremos o tridangulo ABC ao lado. B
Como cosazg entdo, pelo Teorema 9.1,
3 30 h
temos que sena = s Logo,
senazljgzljhzl& e .
30 5 30 A 50 C

71



Geometria Plana e Espacial ]. R. Geronimo/V. S. Franco

Pelo Teorema 6.8, A(ABC)= ¥ =450.

9.8. Consideremos o trapézio ao lado. Por D C
definicdo, temos .
senaz—:lzll:hzlo. 20 1\ 26
20 2 20 |
Por outro lado, i
senle:senﬁzﬂzsenﬁzi. |
26 26 13 A B PR
9.9. Consideremos o paralelogramo ABCD D C
conforme desenho ao lado. Como tg a= 1,
obtemos tgaz%:ﬂz%:th. Assim,
pelo Teorema 6.8, temos
A(P)= b.h = 5.5 = 25,
A /\ 3 B
9.10. a) Temos c0526:+. Mas, pelo Teorema 9.1, temos que
cos” 0
1=sen’0+cos® 0. Assim,
1 1 1
cos’ 0= 2 20 2 20 2
cos“O+sen“® cos"6 sen® 1+tg 0
cos* 0 cos’®  cos’0
sen’0
2 29 2p
b) Temos sen’0= senzé)-cos O _ cos 9 Mas, pelo Teorema 9.1,
cos“0 1 1
cos” 0

temos 1=sen’0+cos’ 0. Assim,
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sen’0
2y cos’O tg0 g0
sen‘0= 5 = 5 = o=
cos“O+sen“® cos 6+sen6 1+tg0
cos’ 0 cos’0 cos’0

9.11. a) Consideremos o triangulo retangulo ABC abaixo e suponhamos

que C seja o maior angulo agudo. Seja AB = x . Como os lados estio

em progressdo aritmética entdo AC=x-r e BC=x+r, onde r é a

razdo da progressdo aritmética. Pelo Teorema de Pitdgoras, temos:
(x+1)° =x>+(x-1)* => x> +2xr+1° =

=x2+x2—2xr+r2:>x2=4xr:>r=%.
x  3x
- - x-r "4 4 3
Como C é o maior angulo agudo, cosC= = 4_4 _°
X+T X O5X 5§
X+— —
4 4
a) b)
C C
X+r X xq
X—T -
A" X B A*® X B

b) Consideremos o triangulo retangulo ABC do desenho acima. Seja

AB=x. Como os lados estio em progressdo geométrica entdo
A_Cza e ﬁzxq, onde g é a razdo da progressao geométrica. Pelo
Teorema de Pitagoras, temos,
2
(xq)* = (%) +x* = x’q? ::—z+ x> =x’q’ = xz(qlz+ 1} =

2

=q :—2+1:>q2:]+2q :>q4—q2—1:0.
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Seja q°=y (I). Assim y*—y—1=0, resolvendo a equacdo em y

1+\/§ 1—\/5

5 ey, :T. Substituindo y; (solucdo positiva)

/1 - A
em (1) temos que q= +2£ . Portanto, como C é o maior angulo

agudo pois se opde ao maior cateto, temos,

obtemos: y, =

X
~ q _x 1 1 1 1 2
cosC=—=——=—= = = .
2 2
Xq qxq q 1+45 1445 1445
2 2
9.12. a) Consideremos o triangulo ABC, C

conforme desenho ao lado. Seja D o ponto

da bissetriz de B que intercepta AC. Pelo
Teorema 7.5 (Teorema da Bissetriz Interna)

temos ;=£ ou seja, ﬁ:g Como
CD AD

<A

g2
2
CD=AC—AD. Pelo desenho dado, temos que senf = AC, cosO=AB.

= £ temos CD = tg9 . Por outro lado,
AB 2

Logo, CD = sen0 — cos G.tgg . Como CD = tgg obtemos,

0 0 0 0
tg—=senb —cos0.tg — = tg — + cos0.tg — =send =
g2 g2 g2 g2

:tgg(1+cose)=sen6:tg9= send .
2 2 1+cosH

b) Como, no Exemplo 9.3, ja foi calculado os valores para g e, além

, pela Proposicao 9.3 e pelo item a), obtemos:

N oy A

. o
disso, temos — =
12
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Pelo Teorema 9.1, temos

2-43

i i e
cos’ —+sen’—=1=cos’ —=1-

o
12 12 4
(42443 n \/2+\/§ V2443
= (C0S— = 4| —————— =>C0S— = = .
12 4 12 4 2
Também,
1
sen— —
12 1+ cos prﬁ 2443
2

9.13. Em ambos os itens vamos supor 6 # 0, pois caso contrario o
resultado é imediato.
a) Pelo exercicio anterior, temos

send
ﬁ:t:>sen9:t+tc059:>sen9:t+t\/1—sen29 =
+cos

= (sen®—t)* =(tv1—-sen’0)* = sen’0 — 2tsend + t*> = t*(1—sen’0) =
= sen’0—2tsend + t? =t — t’sen’0 = sen’0 — 2tsend + t’sen’0 =0 =

= senO(send — 2t + t’sen®) = 0 = send — 2t + t’send = 0 =

= send + t’send = 2t = senO(1+ t%) = 2t = send =

1+t

b) Também, pelo exercicio anterior, temos
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send
=t=senf=t+tcosO=+1-cos’0 =t+tcosd=

1+cos0
2

:>[\/1—cos2 9) =(t+tcosB)’ = 1-cos* 0 =t” +2t* cos@ +t” cos’ § =

=t +2t*cosO+t*cos’ 0+ cos’ =1=

= (t2 1)+ 2t? cosO + (t* + 1) cos* 6 = 0.

-2t £4tF -4t  —1) 26742

cuja solucdo é cos6 = 5 5 . Tomando a
2t +1) 2(t°+1)
2 2
raiz positiva, pois 0 < 0 < T , temos cos0 = 2(]2 t) = cosO= ]2 t .
2 27 +1) t+1

2t

14¢2 2t 1+t* 2t
2 2" 2

1-t 1+t° 1-t 1-t

1+t

c) Sabemos que tgd =ﬂ. Logo, tgb = 5 -
cos6

9.14. Se senf.cosO zé , entdo senf = . Assim da relacao funda-

5cosH
2 Y 4
mental, temos c0526+[ j =1, ou seja, coszezl——z, o
5co0sH 25c0s” 0
N 25cos” 04
que implica que coszé):M Logo, 5c0s'0-25c0s’0+4=0.
25cos” 0

Considerando cos’0=x (1), obtemos 25x* —25x + 4 =0. Resolvendo

~ 4 1 o 4 1
a equagdo em X temos X, =< e X, =5 Substituindo x, =< e X, =—

5
em (1) vem
coszﬂzi:cosﬂzi.ﬁzcosezﬁ. (2)
5 5 45 5
e
coszﬁzl:cosﬁzi.ﬂzcosezﬁ. (3)
5 A5 A5 5

Substituindo (2) na Relagdo Fundamental, temos
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\/g.

2
& +sen26:1:senzezl—ézsenzezi:senez—
5 25 25 5

Substituindo (3) na Relagdo Fundamental, temos

V5 25

2
— +sen26=1:senzez1—£:>sen26=2—0:sen9=—.
5 25 25 5

Assim, obtemos

V5 2\/3
> > 5 ou tgh = = —\/_ —=

\/_ 5
5

w05 N5 5 1
205 5 245 2

9.15. a) Consideremos o triangulo ABC no
primeiro desenho ao lado. Seja h a altura
relativa a base AB e BD a altura relativa a
AC. Do desenho temos as seguintes rela-

. A 1 DC D
¢oes: seno =—, COSOL=—, senf} =
A AB’ BC
e cosP =% . Pelo Teorema 6.8, temos que C

AC.1
A(ABC) = % e, por outro lado, A(ABC)—%h Logo, ATC: Al;h e

AC .
portanto h= = Assim temos

h AC _AD+DC _ E+Dc

sen(a+f) ===—=—
BC ABBC ABBC ABBC ABBC
AD 1 DC 1
=—.—+—.=—=send.cosf —senp.cosa,
AB BC BC AB
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b) Consideremos o desenho ao lado. Seja h C
a altura do triangulo BCD rela-tiva a base
BC. Pelo desenho temos as se-guintes

- AC 1
relagoes: seno=—, COSOL=—,
BC BC D
AD 1
senf=— e cosfp=—. :
g BD : BD B A
. BC.
Assim, pelo Teorema 6.8, temos que A(BCD)=——. Por outro lado,
A(BCD) = A(ABC)— A(ABD) = %—% .
BCh AC AD AC-AD , .
Logo, —— =———=h=———_ Assim, temos
2 2 2 2
AC-AD AC AD AC 1 AD 1

LI

sen(o.—P) = E—————— = .=
BD BCBD BCBD BCBD BC BD BD BC

= sen o. cos B —sen 3. cos a.

9.16. Consideremos as semi-circunferéncias abaixo. Devemos mostrar
que os triangulos OBC e O’'B'C’ sdao semelhantes, pois assim a razao

A o P B A > P B
entre seus lados é sempre constante. Como P e P’ sdo pé da
perpendicular CP e CP’ tracadas em relacdo a AB e A'B’ respectivamente
temos que CPO=CP'0'=90°. Pelo Coroldrio 7.9, os triangulos sdo
semelhantes pois tém dois angulos congruentes. Logo, os valores de
seno e cosseno independem da semi-circunferéncia considerada.

9.17. Pelo Exercicio 9.3, foi calculado o seno, o cosseno e a tangente
dos seguintes angulos (72°, 54°, 36°, e 9°). Utilizando agora a féormula:
sen(oc+ B)z seno.cosf +sen fcosa,
podemos calcular facilmente
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cos (171°) =cos (180° — 9°)=cos 180° cos 9° — sen 180° sen 9° = —cos 9°

= —1f4+— ,1(5):2\/5 .Também,sen (171°) = sen (180° — 9°)= sen 180°

4-+10+245

cos 9°+sen 9° cos 180° = —sen9° = = —y|———— e

8
g (1719 5171 _ 4-410+245
cos171” \ 44410+2+5

. De modo analogo, temos:

sen (162°)=sen (180° — 18°), sen 144°
cos (162°)=cos (180° — 18°), tg (144°)= 05142’
tg (1620)= Sen162 sen (135%)=sen (180° — 45Y),
cos 162° cos (135°=cos (180° — 45°),
sen (150°)=sen (180° — 30°), sen 135°
cos (150°)=cos (180° — 30°), tg (135°)= o135
(o)
tg (150°)= Sen1>0 sen (126°)=sen (180° — 54°),
cos 150° cos (126°)=cos (180° — 54°),
sen (144°)=sen (180° — 36“) sen 126°
cos (144°)=cos (180° — 36°), tg (126°)= o 126°

9.18. a) Pela relagio fundamental temos sen’o.+cos” o =1. Conside-
rando cosa # 0, temos

seno.  cos’ o 1 5 5
+ = =>tg'a+1=sec” a.

COS2 (0 COS2 (0 COS2 o

b) Pela relacdo fundamental temos sen’a +cos®> o =1. Considerando
sena # 0, temos

sen’a.  cos’ o 1 2 2
s—t+———=———=>1+cotg"a+1=cossec”a.
sen‘o.  sen‘a.  sen‘o
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9.19. Consideremos um triangulo ABC de C
altura h em relacdo a AB, pelo Teorema 6.8,

temos A(ABC) :A%'h . Por definicdo, temos

seno=—,ouseja, h = ACsenoa. , onde
AC

. AB.AC :
o = m(A). Logo, A(ABC) =ﬂ =

9.20. Seja ABC um triangulo inscrito numa cir-
cunferéncia e E um ponto tal que AE é dia-
metro. Considere AD a altura em relagdo a

CBh
BC. Pelo Teorema 6.8, temos A(ABC)= —

Calculemos o valor de AD. No triangulo
ABE temos, pelo Corolario 8.16, m(l§) =90°

e, pelo Corolario 8.16, temos E=C , pois subentendem o mesmo arco
AB. Como m( ADB )= 90° temos, pelo Corolario 7.9, que os triangulos

ADC e ABE sao semelhantes. Logo, %:A:C implica g:ﬂ,
r
seja, AD = AB.AC Logo, A(ABC) = BC.AB.AC . A(ABC) = BC.AB.AC .
2r 2.2r 4r
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Capitulo 10

10.1. Existem infinitas retas num plano. De fato, consideremos um
plano o e nele dois pontos distintos A e B, estes dois pontos
determinam uma reta r contida em o pela Proposicio 10.1.
Consideremos em o e fora de r um ponto C. Foi visto em G.P. que numa
reta r existem infinitos pontos. Logo, por estes pontos de r e por C
podemos construir infinitas retas, de acordo com o Axioma l.2.a.
Existem infinitos planos no espaco, pois dado trés pontos quaisquer
ndo colineares no espaco que existem pelo Axioma l.2.c, sempre existe
um plano o que contém esses trés pontos pelo Axioma [.2.b. Neste
plano existem infinitas retas, como visto acima. Tomamos um ponto C
fora de a. Pela Proposicao 10.3, cada reta de o e C determinam um
unico plano. Assim construimos infinitos planos.

10.2. Sejam r e s duas retas reversas e suponhamos que elas se inter-
ceptam. Se a intersecdo for mais de um ponto, entdo as retas sao coin-
cidentes pelo Axioma l.2.a. Se a intersecao for um tnico ponto, entdao
pela Proposicdo 10.6, elas determinam um plano, o que contradiz a de-
finicdo de retas reversas. Logo a intersecao A

entre r e s é vazia. Quanto as retas paralelas, /'/r

a existéncia esta garantida pela propria

definicao de retas paralelas e, para garantir C

a unicidade, consideremos os pontos A € r e M

B, C € s. Temos que A, B e C ndo sio colinea- /T]

res, pelo Axioma 1.2.b existe um unico plano
IT que os contém.

10.3. Sejam r e s duas retas quaisquer. Se r © s =, pela Defini¢cao
10.7, temos que as retas podem ser paralelas ou reversas. Se r N s
contiver um Gnico ponto temos, pela Proposicdao 10.5 que as retas sao
concorrentes e se r N s contiver dois ou mais pontos, temos que as
retas sdo coincidentes pela Proposicao 10.1. Logo, existem quatro
posicoes relativas entre retas, a saber: paralelas, reversas, concorrentes
e coincidentes.

Paralelas Coincidentes Concorrentes Reversas
81



Geometria Plana e Espacial ]. R. Geronimo/V. S. Franco

A ek

10.4. a) Falsa, pois para determinar um plano os pontos devem ser ndo
colineares.

b) Falsa, pois se considerarmos uma reta r e os pontos AB,Ce r
distintos, estes sdo colineares.

¢) Verdadeira, pois, caso contrario, dois destes trés pontos serao
coincidentes, e assim, o terceiro sera colinear.

d) Verdadeira, pois sejam r e s duas retas. Segue do item a) do Axioma
1.4 que r e s sdo coincidentes ou r N s =J (reversas ou paralelas) ou
rn's = {P} (concorrentes), assim sao distintas.

e) Falsa, pois as retas reversas sao distintas e ndo coplanares.

f) Verdadeira, por definicao de retas concorrentes.

g) Verdadeira, por definicao de retas concorrentes.

h) Falsa, pois retas coincidentes também tém ponto em comum.

i) Falsa, pois podem ser concorrentes.

j) Falsa, pois podem ser reversas.

1) Verdadeira, pelo Axioma 1.4.c.

m) Falsa, pois as trés retas podem ser coplanares.

n) Falsa, pois retas reversas nao determinam plano.

o) Falsa, pois quando ha trés pontos distintos colineares e mais um
quarto ponto nao colinear, ndo determinam um quadrilatero reverso,
pois os vértices serdo coplanares.

10.5. Por uma reta passam infinitos planos.
De fato, seja r uma reta e um ponto A fora
de r. Pela Proposicao 10.4, a reta r e o
ponto A determinam um plano Il. Seja B
um ponto ndo pertencente a II e
considere o segmento AB. Temos que AB
possui infinitos pontos e a reta AB é
reversa ar, pois r € I1 e B ndo pertence a

I1. Logo, para cada ponto C € AB, considere, pela Proposi¢cdo 10.4, o
plano A = pl(r,C). Temos A # A- quando C # C' e C' € AB, pois caso
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contrario AB e r seriam coplanares. Logo, para cada ponto C € AB,
existe um plano A, ou seja, existem infinitos planos passando por uma
reta. Por dois pontos passam infinitos planos, pois dados dois pontos
distintos, pelo Axioma I.4.a eles passam uma reta e, pelo que foi feito
anteriormente, temos assim o desejado. Para quatro pontos distintos
temos trés casos:

1. Se os quatro pontos forem colineares
havera infinitos planos contendo estes
quatro pontos (situacao estudada acima).

2. Se apenas trés pontos forem colineares
estes quatro pontos determinam uma reta e

um ponto ndo pertencente a ela. Logo, estes A
quatro pontos determinardo um Unico B D
[ ]
plano.
C
m/r
3. Em dltimo caso, os pontos sdo trés a trés D

nao colineares formando combinacoes de

quatro pontos trés a trés nao colineares, ou

seja, quatro combinacOes possiveis. Como

cada combinacdo de trés pontos nao C
colineares determina um plano teremos no

total quatro planos determinados.

10.6. Consideremos o quadrilatero reverso
ABCD no desenho ao lado. Suponhamos,
por absurdo, que existe um plano que
contém as diagonais AC e BD. Entdo este
plano contém os pontos A, B, Ce D, o que é
uma contradicdo, pois ABCD é reverso.
Portanto, as diagonais AC e BD sdo reversas.
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10.7. Consideremos os planos A = pl(C,D,P)
e ®=pl(A,B,P). Estes planos sao distintos e
possuem o ponto P em comum. Assim, pelo
Teorema 10.11, existe uma unica reta
i=AN®. Sabemos que P € i. Como r e s sdo
concorrentes, seja O = r N s. Temos que
OcreOes,comorestiemA es estd em
@ temos O € A N ®. Assim, O € i e, portan-
to, a reta procurada é a reta rgp.

10.8. Consideremos [[ = pl(r,S) e A
pl(s,R).AssimR, S € IT e R,S € A. Logo
IT » A = rg (reta determinada por R e S).

10.9. a) Consideremos o triangulo ABC.
Como A, B e C sdo ndo colineares, eles
determinam um plano A=pl(A,B,C). Seja
IT um plano que passa por M, N e Q distinto
de A. Como M, N e Q estdo em A, pois as
retas que determinam o tridangulo estao em
I1, e M, N e Q estdao em A, pois por hipoétese,

A

%
NS

ixa

R
A
BAC
M

sdo pontos de intersecOes das retas que determinam o triangulo ABC e
o plano A, temos que M, N e Q sdo pontos de IT N A. Assim, pelo

Coroldrio 10.12.b, M, N e Q sdo colineares.

b) Sendo IT = pl(A,B,C) e IT' = pl(A’,B’,C))
temos AB N A’B’ = {O}. Como O € AB e
AB < II, implica O € II. Da mesma
maneira, temos que O € A'B’ e A'B' — IT’
implica que O € IT’. Logo, 0 € IIn IT’
distintos. Analogamente, P € I1 e P'e IT’,
R e IT e R € IT’, ou seja os pontos O, P
e R pertencem IT n IT’. Portanto, pelo
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Corolario 10.12.b, O, P e R s3o colineares.

10.10. Seja X o ponto de intersecao das
diagonais do quadrilitero da base. Por
hipétese, V € I1 e V € I1’, mas por constru-
¢do como X= AC n BD, assim temos
que X e [TeX € IT". LogoIT N IT’ é a
reta r determinada pelos pontos V e X.

10.11. Consideremos o conjunto de retas {r, s, t}. Se quaisquer duas
retas sao concorrentes, entdao rns=A, rnt=B e sNnt=C. Se A=B=C
entdo as retas se interceptam em um Unico ponto. Se os pontos sdo
dois a dois distintos consideremos IT = pl(r,s), A = pl(r,t) e ® = pl(s,t).
Como A e B pertencem a r e C € s temos que Il contém A, B e C.
Analogamente, os planos A e ® contém A, B e C. Logo, pelo Axioma
1.4.b, temos que IT = A = @, e, portanto, as retas sao coplanares.

10.12. Sejam IT = pl(r,P) e A = pl(s,P). Os
planos IT e A sdo distintos e P pertence a
ambos. Além disso, O € IT e O € A pois
r n s = {0O}. Assim, pelo item a) do
Corolario 10.12.a, temos que IT N A é a reta

rop.

10.13. a) Por hipétese, consideremos trés retasr, s e t tais que r / t e s //t.
Queremos mostrar que as retas r e s também sdo paralelas. Como r e t
sdo paralelas, elas estdao num plano I1. Da mesma forma, s e t estdo em
um mesmo plano A. Seja A um ponto da reta r, pela Proposicao 10.3,
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considere o plano ® = pl(s,A). Como A é um ponto comum aos planos
IT e ®, temos pelo Teorema 10.11 que eles se interceptam segundo
uma reta que chamaremos de r’, isto é, ' = [1 N ®. Mas como s é
paralela a t, que é a intersecdo dos planos I e A, temos que s é paralela
a I pois, caso contrdrio, s interceptaria Il em t o que é um absurdo.
Logo s NI’ = J, mas como s e r’ estdo em ® temos s paralela a r'.
Suponhamos agora que t e r’ se interceptem em um ponto B. Como t
estiemIl e A er estd em ©® temos que B pertence a intersecao de I1,
Ae®.Comos=Il "n®et=II " A, temosqueB € s N t, o que
é absurdo, pois s e t sdo paralelas por hipotese. Logo, t N 1’ = . Mas
como t e r’ pertencem a I, e t e r sdo paralelas, por hipétese, temos
duas retas paralelas a t passando pelo ponto A o que contradiz o
Teorema 10.8. Logo r = r’. Além disso, como s é paralelaarer =r
temos que s é paralela a r, como queriamos demonstrar.

b) Ndo, pois consideremos s e t duas retas r

distintas e ortogonais a uma reta T, S
podemos ter um caso em que s e t sdo _ bk

reversas, conforme desenho ao lado. S

10.14. Sejam s’ uma reta paralela a s e /
concorrente ar em O’, e s” uma reta distinta

de s’, também paralela a s, e concorrente a r
em O”. Pelo Exercicio 10.13.a temos que
s’//s” e estas, pela Definicio 10.7 determi-
nam um plano IT. Como s’, s” € II, temos
que O’, O” e II, assim r € Il. Agora, consi- 0l s” %
dere uma reta t, paralela a s e concorrente a
r em T. Pelo Exercicio 10.13.a, temos que t / s’e t / s” que determinam
os planos A e © respectivamente. Assim,r € Aer € ®. Logo,res’ € A
eres ell,assimIl=Ae,logor,s” eller,s” € ®, portanto ® = [1
= A. Segue que s’, s” e t sdo coplanares. Como t é arbitraria, temos o
desejado.

86



Apéndice B. Resolucao dos Exercicios Propostos

10.15. Consideremos o triangulo ABD, como
M e Q sdo os pontos médios, temos pelo

Teorema 10.11 que m:%@ e MQ/BQ. A
N
Se considermos o tridngulo BCD, como Ne | M C
P sdao pontos médios temos pelo Teorema 5 P
— 1= D
10.11 que NP :%BD e NP//BD. Logo, MQ = &

NP e MQ/NP. Considerardo os triangulos ACD e ACB, obtemos de
maneira andloga PQ=MN e PQ/MN. Logo, MNPQ é um paralelogramo.

10.16. Pelo Exercicio 10.15 temos que a cada dois triangulos, ou seja, a
cada duas faces do tetraedro, determinam um paralelogramo.
Observemos que cada dois paralelogramos formados tém dois vértices
opostos em comum, tendo, portanto, uma diagonal comum. Mas pela
Proposicdo 5.14.d sabemos que as diagonais de um paralelogramo se
dividem ao meio, portanto encontram-se todas num mesmo ponto.

10.17. Se considerarmos o quadrilatero ABCD,
como r e s sdo reversas temos que ABCD é
um quadrilatero reverso, considerando AC e
BD como diagonais do quadrilatero temos,
pelo Exercicio 10.6, que as retas AC e BD
sdo reversas.

10.18. Sejam I1, A e vy trés planos distintos e secantes dois a dois, com
AN®=r, [In®=s e I n A = t. Para analisarmos as posicdes
relativas das trés retas, comecemos primeiramente por r e s. Essas duas
retas sao distintas e coplanares, Entdo ou r e s sdo concorrentes, ou
r e s sdo paralelas. Se r e s forem concorrentes, entdo, existe P tal que
r ns = {P} eusando as igualdades A N ® = r,I[I N O=s e
IT N A = t, obtemos:
MNnAnN®=(ANnBO)NIIN"O)=rns={P}.

Portanto, r n's Nt = {P}. Ser e s forem paralelas, as retasr e t
sdo coplanares, poist < A et < A por hipotese. Se existe Q tal que
rnt={Q}, temos pelo item anterior que rnt={Q}= rnsNt={Q},
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o que contradiz a hipotese. Logo, r e t sdo paralelas. Considerando s e

t, de maneira analoga, temos que s e t sdo paralelas.

10.19. Consideremos C, e C, duas circunfe-
réncias de mesmo raio, e com mesmo
centro em um ponto O de r, onde r é a reta
de intersecdo de dois planos secantes I1 e
A. Sem perda de generalidade consideremos
C,cIlTeC,c A.ComoC, c Il etem
centro O € r, temos que C, intercepta r em
dois pontos distintos Ae B. Como C, c A e

tem centro O € r temos que C, intercepta r em dois pontos distintos C
e D. Além disso, C, e C, tem mesmos raios, assim A = Ce B = D ou

A=DeB=C.Logo, C, »n C,={A,B}.

10.20. Sejam r e s duas retas paralelas, I e
A dois planos que passam por r e s respecti-
vamente e se interceptam segundo uma reta
t. Devemos mostrar que t//s e t//r. Como r
e s sdo paralelas elas determinam um plano
®.Assim [I " ©® =re A N ®=s. Suponha-
mos por absurdo quer N t = {P}, pelo
Exercicio 10.18, temos r n's Nt = {P},

o que é uma contradi¢do pois r /s, logo r // t. De maneira andloga,

concluimos que t //s.
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Capitulo 11

11.1. Como CD ¢é paralela a AB, pois ABCD é um paralelogramo e como
AB estd no plano pl(VAB), temos pelo Teorema 11.2 que CD é paralela a
pl(VAB).

11.2. Sejar = pl(AE,CG) n pl(BF,DH). Temos que AE//pl(BF,DH),
pelo Teorema 11.2, pois AE // BF pela constru¢dao de paralelepipedo.
Assim, pelo Teorema 11.3, que AE // 1.

11.3. (=) Sejam I1 e A dois planos secantes T t

dados, consideremos r = IT N A e sejat % /
1

uma reta paralela a IT e a A. Sendo t // A,

pelo Teorema 11.2, existe r; < A tal que
t//r;. Sendo t // I, pelo Teorema 11.2, existe /r2
r,  IT tal que t // r,. Logo, pelo Exercicio
10.13.a, 1, // 1, e, pelo Teorema 11.2, r, / I1 A/
er,c A.Pelo Teorema 11.3, 1, / r e portan-

to, novamente pelo Exercicio 10.4.a,r// t.

(«<) Suponhamos que t seja paralelo a r. Como r < II, pelo Teorema
11.2,t//I1. Como r < A, pelo Teorema 11.2,t// A.

11.4. Como II, A e ® possuem um ponto em comum considere

t=IINA, s = A N ® e u= I1 N ©. Suponhamos que exista uma reta r

simultaneamente paralelaall, Ae ®.EntiorNnII =3, rnA=J e

rn®=U.Sernll =Jern A= entdo r / t. Analogamente,

temos r//s er// u. Logo, t / u. Por outro lado,
tNnu=(IINnA)N(IIN®)=I1INANOB =A,

o que é absurdo. Portanto, nao existe tal reta.

11.5. Seja R um ponto da reta r, como r e s sdo reversas entdo R ¢ s,
tracamos entdo por R, a dnica reta t paralela a s, que existe pelo
Teorema 10.8. Como r e t sdo concorrentes em R, pela Proposicdo 10.6,
r e t determinam um plano I, como t c [T e t / s entdo I1 / s pelo
Teorema 11.2. Assim I1 contém r e é paralelo a s.
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11.6. Usando o Teorema 11.8, construimos
por A duas retas r'e s’ paralelas a r e s res- A r
pectivamente. Como r’ e s’ s30 concorrentes S
em A, pela Proposicdao 10.6 I’ e s’ determi-

nam um plano I1. Como r’ < IT e r'//r, pelo

Teorema 11.2 temos que I / r. Da mesma _—T
forma temos IT // s. Logo, I1 é paralelo a e S
duas retas r e s. Observemos que se r e s sdo

concorrentes e A € pl(r,s), entdo esta construcao sera impossivel.

11.7. Se existir um plano que seja paralelo as
trés retas simultaneamente o problema nao
tem solucdo. Caso contrdrio construa por s um
plano IT paralelo a t, como no Exercicio 11.5,
ou seja, tomando uma reta s’ concorrente
com s, e assim [T = pl(s,s’). Como supuse-
mos que ndo existe plano paralelo simul-
taneamente as trés retas, existe R tal que

R = IT m r. Seja x a reta que passa por R e é paralelaat. Comox//te
t// s’ entdo x // s, pelo Exercicio 10.13.a. Seja A= pl(s’,x). Como R € X,
A = pl(s’,R) e como R € Il e s’ e II por construcao, IT = pl(s’,R), ou
seja, IT = A. Logo, x e s estdo no mesmo plano e ndo sdo paralelos.
Assim,x N"'s =S, x N r =Rex//t, como queriamos.

11.8. a) Falsa, sejam r e t retas reversas, considere uma reta s em um
plano que contém r e é paralelo a t e, neste caso, s ndo intercepta t.

b) Verdadeira, Teorema 10.11.

¢) Falsa, eles podem ser coincidentes.

d) Falsa, basta tomar uma reta paralela a intersecao.

e) Falsa, podem ser paralelas.

f) Verdadeira, se fosse apenas um plano entdo as retas reversas estariam
no mesmo plano. A reta comum é intersecao dos dois planos.

g) Verdadeira, se a reta nao contida no plano interceptasse o plano as
duas retas ndo seriam paralelas.

h) Falsa, podem ser reversas.

i) Falsa, se forem concorrentes isso nao ocorre.

j) Verdadeira, podem ser reversas.

k) Verdadeira, no plano existem infinitas retas paralelas entre si.
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1) Falsa, a reta pode ser secante ao plano.

m) Verdadeira, Teorema 11.2.

n) Verdadeira. Se a reta estiver um dos planos, ela é paralela a interse-
¢do, pelo Teorema 11.3. Se ela ndo estiver no mesmo plano, ela é
paralela aos dois planos pelo Teorema 11.2.

11.9. Consideremos IT e A dois planos paralelos e r uma reta qualquer
contidaem IT. ComorcIlelINn A= Jentior n A = J. Logo, r é
paralela ao plano A.

11.10. As arestas sdo paralelas por construcdao, pois como todas as
arestas sao paralelas a A;B;, pelo Exercicio 10.13.a temos que todas sdo
paralelas entre si. Elas sdo congruentes pois as faces do prisma sdo
paralelogramos, por construgdo, assim: A;B, = A,B, = A B,.

11.11. As bases sdo congruentes, pois cada
uma das faces é um paralelogramo (por cons-
trucdo), logo temos A,A=B,B,, A)A; = B,B; e
AA; = B,B,. Assim as bases sdo congruen-
tes. Quando interceptamos o prisma com um
plano I paralelo a base, pelo Teorema 11.8,
todas as arestas laterais interceptam IT'. Su-
ponhamos que A;B,NI1 = C, e A,B,NI1 =C,.
Como A,B, // A,B,, temos que A,, C;, C, e A, estdo em um plano e como
IT é paralelo as bases temos C,C, / AA, e assim A,C,C,A, é um
paralelogramo, logo A;A, = C,C,. Com uma construcao analoga para as
outras arestas mostra-se que A,A,...A, é congruente a C,C,...C,.

11.12. a) Falsa, podem ser secantes. Nesse caso tomamos a reta paralela
a intersecao dos planos.

b) Falsa, impossivel se a reta for secante ao plano dado.

) Falsa, sejam r e s retas reversas, trace uma reta s’ paralela a s e
concorrente a r, temos que r e s’ determinam um Unico plano, se
tomarmos um ponto P neste plano mas que ndo esteja contido em r,
por ele ndo sera possivel tracar a reta desejada.

d) Verdadeira, basta tomar um ponto em cada reta e construir a Ginica
reta que os contém.

e) Falsa, o plano pode ser paralelo a outra reta.

91



Geometria Plana e Espacial ]. R. Geronimo/V. S. Franco

f) Falsa, os planos podem ser secantes.

g) Verdadeira, pelo Teorema 11.5.

h) Falsa, elas podem ser reversas.

i) Verdadeira, pela primeira parte do Teorema 11.8 e pelo Exercicio 11.9.
j) Falsa, a reta pode estar contida no plano

11.13. Imediato do Teorema 11.3 e do Teorema 11.9 e o Exercicio
10.13.

11.14. Por definicao, AB’ e A'B se intercep-
tam no ponto médio M do segmento CD.
Portanto temos AA’ < pl(ABM), BB’ < pl(ABM)
e AA’ ndo paralelo a BB’. Isto implica que
existe um ponto X = AA’ N BB. Pelo
Exercicio 8.17 temos que izz =i e
B'M A'M
como M é um angulo comum aos triangulos
AMB e A'MB’ temos, pelo Teorema 7.10, que AMB ~ A’'MB’ e assim

AX BX AB _BM
=—=—=—==3. Para

A'X B'X A'B" MA

finalizar, tomando o ponto médio N de BD concluimos que CC’ e AA’

estdo no plano pI(ACN) e assim se interceptam num ponto Y com

AY

B’A’ // AB. Logo, A’XB’ ~ AXB e assim

—=2.Logo,Y =X.
YA'
11.15. Seja @ o unico plano que passa por P
. P
e é paralelo a 1. Dado um ponto Q qualquer (0} L
de II, seja X o ponto do segmento PQ tal N
XP _ XX
que X= =k, onde k é a razdo dada. Seja A A L0,
o plano que passa por X e é paralelo a ® e a e
p que p p p 1 Q=—Q

I1. Dado um outro ponto qualquer Q" em IT,

considere a reta PQ’, pelo Teorema 11.8, esta reta intercepta A num

ponto X’. Pelo Teorema 11.11, temos que % = k. Com Q’ é qualquer
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ponto de I, todos os pontos de A tem essa propriedade. Para mostrar
que A é o lugar geométrico desejado, resta mostrar que qualquer ponto
que ndo esteja em A ndo satisfaz a propriedade. Seja, por absurdo,

VePQ talqueVgAe \\//=CZ' = k. Seja W um plano por V paralelo a IT,

Temos que Y intercepta PQ num ponto Y, pelo Teorema 11.8. Pelo

YP _ YP : ) :
Teorema 11.11, — = — = k, e assim no segmento PQ teriamos dois

YQ YQ
pontos Y e X dividindo o segmento PQ na mesma razdo, o que é um
absurdo pela definicao de divisao de segmento. Logo, A é o tnico lugar
com a propriedade.

11.16. Seja A o ponto onde r intercepta I1, s
tracemos por P o dnico plano paralelo a I A O'./

(Teorema 11.6) que chamaremos de ®. Seja f

R o ponto onde @ intercepta r. Da G. P. po- o P/ R

seja o ponto médio do segmento AO.
Tragcamos por O o unico plano paralelo a IT.
Tracemos agora a unica reta determinada r
pelos pontos O e P (Axioma l.4.a). Assim, pelo Teorema 11.8, s
intercepta IT em um ponto Q. Como R é o ponto médio de AO entdo
221_ Como @ / IT e @ // A, pelo Teorema 11.11, temos 2:1.
AR QP

demos encontrar em r um ponto O tal que R /
o1 Q

Logo, P é o ponto médio do segmento OQ e assim OQ é o segmento
procurado.

11.17. Consideremos 1, s e t trés retas rever- N7 R
sas dadas, tracamos por r e por t dois planos

IT e A, respectivamente, tais que IT e A I R ;
sejam paralelos como no Exercicio 11.5. 7\ S /
Seja R’ um ponto da reta r, tragcamos por R’ D | . X,’

o segmento RT onde T é um ponto f s
qualquer da reta t. Encontramos em R'T" um f\:rﬂét]\\
ponto X, tal que X seja o ponto médio de A | X' T

R'T’ e tracamos por X um plano © paralelo a
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IT e A. Seja S o ponto onde s intercepta ®@. Caso s seja paralelo a II,
temos duas possibilidades, ou o problema n3ao tem solucdo (caso s
esteja em um plano que ndo eqiiidista de Il e A) ou tem infinitas
solugdes (caso s esteja em um plano que eqiiidista de IT e A). Seja ¥ o
plano pl(r, S) que intercepta t em um ponto T, tracamos por Se T a
Unica reta x que intercepta r em R, pois r € ¥, x € ¥ e ndo sdo
paralelas. Como I1, A e ® sdo paralelos, %zl temos pelo Teorema

RS : . .
11.11 que = =1, e assim S é ponto médio de RT.

11.18. Seja O o centro de C e tracemos por
O uma reta r paralela a s. Pelo Teorema
11.8,rn IT" = O’. Seja P um ponto qualquer
de C e tracemos por P uma reta t paralela a s
que encontra IT' num ponto P’. Considere-
mos o plano A = pl(r,t). Como IT e IT sdo
paralelos, pelo Teorema 11.9, OP < II e
O’P’ € IT sdo paralelos. L ogo, OPP’O’ é um
paralelogramo. Assim O’'P’ = OP cuja medida é o raio de C. Como P é
qualquer ponto de C, fazendo C percorrer a circunferéncia C, obtere-
mos uma circunferéncia C’' com o mesmo raio que C e assim
congruentes.

11.19. Temos que ou pl(A,r) / pl(B,s) ou pl(A,r) N pl(B,s) = t. Vamos
estudar os dois casos. Considere um ponto qualquer A’ em r e verifique
se existe B’ € s tal que A’A // B'B. Caso exista B, pelo Teorema 11.2,
pl(A,r) / pl(B,s). Caso ndo exista B’, pl(A,r) n pl(B,s) = t e, neste caso,
teremos que r // pl(B,s) pelo Teorema 11.2, e como r € pl(A,r), pelo
Teorema 11.3, r // t. Como s // pl(A,r) e s € pl(B,s), concluimos de
maneira analoga que s/ t. Assim, t/ret//s.

11.20. Temos duas situacdes possiveis: r N I1T = r ou r N I1 é um ponto
Q. O primeiro caso ndo é possivel, pois a reta concorrente ndao poderia
ser paralela a I1. No segundo caso, seja s a Unica reta passando por P
paralela a r. Considere o plano A = pl(r,s). Como r N [T = Q, temos
A NIl =t (pelo Teorema 10.11). Seja u a tnica reta em A paralela a t
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passando por P. Temos que u é concorrente com r pois r / s e u é
concorrente com s em P e, além disso u € paralela a IT pois u é paralela
atet ell (Teorema 11.2). Logo, u é a reta procurada.
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Capitulo 12

12.1. Seja ABCD um tetraedro regular e consi- A

dere r a reta que passa por A e é perpen-

dicular ao plano IT = pl(BCD). Seja H,=rI1.

Como ABCD é um tetraedro regular, temos C
que AB=AC=AD. Assim os triangulos retan-

gulos ABH,, ACH, e ADH, sdo congruentes

pelo Teorema 4.17 (Caso LLA"), pois AH, é D A
comum a todos. Segue que BH,, CH, e DH, B

sdo congruentes. Logo, H, é circuncentro do tridngulo BCD. Como o
tetraedro é regular, BCD é eqiiilatero, assim H, é também ortocentro,
incentro e baricentro. O mesmo raciocinio pode ser utilizado para os
pés de perpendiculares Hg, Hc e Hy , que serdo portanto baricentros dos
triangulos ACD, ABD e ABC respectivamente. Recaimos entdo no
Exercicio 11.14 concluindo o item a) e, pela segunda parte do Exercicio
11.14, concluimos o item b).

12.2. Existéncia (1°. Modo): Consideremos r
e s duas retas nao paralelas e P um ponto e

dado. Seja IT o tnico plano que passa por P n y Pe ‘
e é perpen-dicular a r (possivel pelo item a) t
do Teorema 12.6.a) e seja A o tnico plano r
que passa por P e é perpendicular a s. Assim

IT e A tem o ponto P em comum, logo do
Teorema 10.11 temos que [1 N A = t, onde

t é a reta que passa por P e que afirmamos ser ortogonal ar e a s. De
fato, como r é perpendicular a I, pela Definicao 12.1, r é ortogonal a

qualquer reta de I, em particular a t. De maneira analoga temos que t é
ortogonal a s.

Existéncia (2°. Modo): Consideremos r e s duas retas nao paralelas e P
um ponto dado. Tracemos por um ponto qualquer A € r uma reta s’
paralela a s. Tracemos por P a tnica reta t perpendicular ao plano
pl(r,s’) (item b) do Teorema 12.6). Por definicao, t é ortogonal a s.
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Unicidade: Se existissem duas retas, entdo teriamos Il e IT
perpendiculares a r passando por P, A e A’ perpendiculares a s
passando por P, o que contradiz o item a) do Teorema 12.6.

12.3. Observemos que AC e AB sdo
concorrentes em A, assim pela Proposicao
10.6, AC e AB determinam um plano ®.
Como r é ortogonal a AB e AC, temos, pelo
Teorema 12.5, que r é perpendicular a ®. A

Como BC estd em O, temos, pela Definicao (s B E

12.1, que r é ortogonal a BC. |

12.4. Como AB é perpendicular a BC e AB é C
ortogonal a CD entdo AB é perpendicular ao
plano determinado pelos pontos B, C e D,
(Teorema 12.5) pois DC e BC sdo concorren-
tes. Assim temos que AB é perpendicular a
BD pela Defini¢do 12.1. Mas se BD é perpen- B

dicular a AB e a BC entdo BD é perpendicular A D

ao plano determinado pelos pontos A, B e C, pelo Teorema 12.5. Logo,
pela Definicao 12.1 temos que BD é ortogonal a AC.

12.5. Seja r uma reta qualquer do espaco e seja P um ponto qualquer
que nao pertence a r. Pelo item a) do r
Teorema 12.6 existe um tnico plano IT que

passa por P e é perpendicular a r. Seja A = \
IT N r, afirmamos que o lugar geométrico P A
dos tragos das perpendiculares por P aos

planos que contém r sdo os pontos da
circunferéncia C em I, com centro no ponto
médio M do segmento AP e raio MA. De fato, devemos mostrar que:

(i) Todos os pontos de C sdo tracos de retas perpendiculares a planos
que passam porr.

(ii) Os tnicos pontos que sdo tracos das perpendiculares por P a planos
por r sdo pontos de C.

Para mostrar o item (i), seja P’ um ponto qualquer de C distinto de P e
de A. Temos PP’A um triangulo inscrito numa semicircunferéncia de
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diametro AP, logo pela Proposicdo 8.15, AP'P é retangulo em P’. Seja
A = pl(r,P’) que é portanto um dos planos do feixe de planos por r.
Como r é perpendicular a I, por construcao, e PP’ € I1, temos que PP’ é
ortogonal a r, além disso vimos acima que PP’ é perpendicular a AP’ que
estd em A. Assim, pelo Teorema 12.5, PP’ é perpendicular a A e como
P’ € A, por construcdo, P’ é o traco de uma reta por P perpendicular a
A. Como P’ foi tomado arbitraria em C, distintos de P e A, resta mostrar
apenas que P e A também sao tracos de retas por P perpendiculares a
planos que passam por r. Temos que A € o traco da reta PA com o unico
plano por A perpendicular a PA (que contém 1), e P é o traco da reta
perpendicular em P ao plano pl(P,r). Para mostrar o item (ii), seja Q um
traco que satisfaz a propriedade. Consideremos o plano ® = pl(r,Q). Se
Q é um dos tracos desejados, devemos ter PQ perpendicular a Q. Mas r
é ortogonal a PA, por construcdo, assim r é ortogonal a PQ e a PA, logo,
pelo Exercicio 12.3, r é ortogonal a AQ. Assim, Q esta no plano II.
Como A € O, AQ estd em ©®, e como PQ é perpendicular a ®, por
hipétese, o triangulo PQA é retangulo em Q, portanto, Q esta em C

12.6. Para a primeira parte, seja ABCDEFGH um cubo. Sejam O, O,, P;,
P,, Q, e Q, os centros das faces. Temos que 0,0, =PP, =Q,Q, pois

estas medidas sdo exatamente a medida do lado do cubo. Além disso,
P, P,, Q, e Q, estdo a mesma distancia da face ABCD, logo pertencem a
um plano paralelo a esta face, assim 0,0, é perpendicular ao plano
pl(Q,Q,, P,P,). Portanto, pelos Exmplos 12.6 e 12.8, o sélido obtido
0,0,P,P, Q,Q, é um octaedro.

H G

A

Para a segunda parte, seja O, o centro do octaedro. Por definicao
AO =FO =DO assim os triangulos retangulos AOF e DOF sao

congruentes pelo caso LAL, logo AF =DF. De modo analogo, mostra-se
que todos os lados do octaedro regular sdo congruentes, ou seja, todas
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as faces sao triangulos equilateros. Assim, os seus centros sdo
circuncentros, ortocentros, incentros e baricentros. Sejam G, H, I, J, K,
L, M e N estes centros. Por congruéncia de triangulos as distancias de
G, H, I, J ao plano IT=pl(AC, BD) sdo iguais e, portanto, formam um
plano paralelo a I, idem para K, L, M e N. Logo, o ponto P = KGN IT é
ponto médio de KG. Como AKG ¢ isésceles e AP é mediana temos que
AP ¢é altura. Idem para LH, MI e JN, que sdo portanto paralelos,
congruentes e formam um angulo reto com II. Logo, pela Definicao
12.7, GHIJKLMN é um cubo.

12.7. Sejam ABCD o tetraedro e E, F, G e H
os centros das faces, conforme desenho.
Sabemos, pelo Exercicio 11.14, que
ﬂ =l. De modo analogo temos que
AC

Fi_EF_EH_EG_FG_1

AB BD AD DC BC 3°
Assim, EH = EF = EG = FH = FG = GH. Logo, por defini¢dao, EFGH é um
tetraedro regular.

12.8. (Existéncia) Sejam r e s retas reversas e ortogonais. Considere uma
reta s’ / r concorrente com s. Seja IT = pl(s,s’). Como r // s’, pelo
Teorema 11.2, r // I1. Assim, pelo Teorema 12.11, existe um unico plano
A que contém r e é perpendicular a I'l. Como r € A e r// Il temos, pelo
Teorema 11.3, que r/ t onde t = A N I1. A reta s é perpendicular a t,
pois t / r e s é ortogonal a r, por hipdtese. Assim, temos A
perpendicular a IT e s perpendicular a t, pelo Teorema 12.9, s é
perpendicular a A. Logo, A é o plano desejado.

(Unicidade) Seja A’ um outro plano por r perpendicular a s. Construimos
agora um plano @ por s, perpendicular a r (construcao andloga ao feito
acima). Seja A= d nr,B=AnNnSeC=A ns Comos é
perpendicular a A temos AB é perpendicular a s e como s é
perpendicular a A’ temos AC é perpendicular a s, o que é um absurdo,
pois no plano ® teremos um triangulo ABC com dois angulos retos.
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12.9. Seja IT o plano tal que DC c IT e AB é A
perpendicular a IT (existe e é tnico pelo

Exercicio 12.8). Seja E o traco de AB sobre B

I1. Temos que BCE e BDE sado triangulos E D
retangulos com hipotenusas BC e BD,
respectivamente. Pelo Teorema 6.9 temos,

BC =EC’ +EB (1)

=
O

—2 —2 =2 (2)
BD =ED +EB
Subtraindo (2) de (1) temos que:
—2 —2 —2 =2 (3)
BC —BD =EC —-ED .
ACE e ADE também sdo triangulos retangulos com hipotenusas AC e
AD, respectivamente. Pelo Teorema dePitagoras temos:

AC’ =EC” +AE" ()
e
AD’ =DE + AE". ()
Subtraindo (5) de (4) temos que
AC’—AD’ =EC’-DE. (6)

Logo, de (3) e (6), temos
BC'—BD = AC —AD .

12.10. Consideremos a reta s e o plano II,
tais que s e I1 sejam perpendiculares a uma A r
reta r em pontos distintos. Queremos Q
mostrar que s e Il sdo paralelos. Seja P o
traco de r sobre I1, tracamos por P a tnica
reta t paralela a s, como s e t sdo paralelas /g

elas estdo em um mesmo plano A. Como I1 E i t

| |
e A tem o ponto P em comum entdo pelo Teorema 10.11, a intersecao
de IT e A serd a reta que passa por P e é paralela a s, logo t = IT n A.
Assim t — Il e, portanto pelo Teorema 11.2 temos que II e s sdo

paralelos.

12.11. Sejam r, P e IT uma reta, um ponto e um plano, respectiva-
mente. Queremos encontrar uma reta s que passa por P, seja paralela a
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IT e ortogonal ou perpendicular (caso Per) a r. Tracemos por P o tnico
plano A perpendicular a r e também por P o tinico plano ® paralelo a I
passando por P. Suponhamos que ® N IT = s, neste caso, s serd a reta
procurada, pois s € paralela a IT e como r é perpendicular a A entdo r é
ortogonal a toda reta de A em particular a s. Se ® = IT ou ® // IT entdo
qualquer reta por P serda solucdo, pois neste caso r é perpendicular a IT.

12.12. Sejam P, r e [T um ponto, uma reta e um plano, respectivamente,
dados. Se P € r o problema ndo tem solucdo, pois P seria intersecdao do
plano com a reta. Se r é perpendicular a [T e P ¢ r o programa tera
infinitas solucoes, pelo Corolario 12.10. Se r ndo é perpendicular aIl e
P ¢ r, por P tracamos uma reta s paralela a r e uma reta t perpendicular
aIl. Assim s e t se interceptam em P e, portanto, determinam um plano

A paralelo a r, pelo Teorema 11.2, e perpedicular a I1 pelo Teorema
12.8.

12.13. Temos BF perpendicular a ABCD por defini¢do de cubo. Logo, BF
é ortogonal a AC. Temos também que BD perpendicular a AC, pois
ABCD ¢é um losango. Logo AC é ortogonal ao par (BF, BD) de retas
concorrentes em B no plano (BD, FH). Pelo Teorema 12.5 temos que AC
é perpendicular ao pl(BD, FH).

12.14. Pelo Exercicio 12.13, sabemos que AC é perpendicular a
pl(BD,FH), assim pelo Teorema 12.8 temos que pl(BD,FH) ¢é
perpendicular ao plano da face ABCD. Como BH < pl(BD,FH), temos
pelo Teorema 12.11 que o Unico plano que contém a diagonal BH e é
perpendicular ao plano da face ABCD é o plano pl(BD,FH).

12.15. Sejam IT e A dois planos perpendiculares. Sejam r uma reta
perpendicular a IT e s uma reta perpendicular a A. Queremos mostrar
que r e s sdo ortogonais. Como IT e A sao perpendiculares, existe t € I1
tal que t é perpendicular a A (Teorema 12.11). Assim, t e s sdo
perpendiculares a A, logo, pelo Teorema 12.4, t é paralela a r. Como t
estd em IT e r é perpendicular a I1, temos pela Definicdo 12.1 que t é
ortogonal a r. Assim, segue do Proposicio 12.3 que r e s sdo
ortogonais. Reciprocamente, sejam r e s retas perpendiculares a dois
planos IT e A respectivamente. Seja A um ponto qualquer de r.
Considere a reta s’ paralela a s passando por A. Pela Proposicao 12.3, s’
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é perpendicular a A. Como r e s’ sdo concorrentes, consideremos o
plano ® = pl(r, s’). Como ® contém r, ele é perpendicular a [T e como y
contém s’, ele é perpendicular a A. Portanto, ® é perpendicular a
r' = I1 N A e como por hipétese r e s sdo ortogonais, temos quer e s’
sdo perpendiculares, assim por definicdo, IT e A sdo perpendiculares.

12.16. Seja r uma reta contida em um plano I1 e perpendicular a um
plano A. Logo, pelo Teorema 12.11, temos que IT e A sdao perpendicula-
res. Seja s uma reta de A, tal que s seja perpendicular a t onde t = IT NA.
Logo, pelo Teorema 12.8, temos que s é perpendicular a I'l. Portanto, s
estd contida em A e é perpendicular a IT.

12.17. Sejam IT e A dois planos secantes, t
tais que IT N A = t. Seja ® um plano

perpendicular a IT e a A. Suponhamos que i
©® nao seja perpendicular a t. Assim temos
que II e A passam por t e sdo
perpendiculares a ® o que contradiz o
Teorema 12.11. Logo, ® é perpendicular a t.

Reciprocamente, como ® é perpendicularat,tcIletc A, temos pelo
Teorema 12.8 que ® é perpendicular a IT e A, mostrando assim o
desejado.

12.18. Como ABCD é um losango, temos que AC é perpendicular a BC.
Como AC é perpendicular a BD e ao pl(BD, FH) pelo Exercicio 12.13,
temos, pelo Teorema 12.8, que pl(BD, FH) e pl(AC, EG) sao
perpendiculares.

12.19. a) Falsa, considere trés planos que contém trés faces de um cubo
e que tenham um vertice comum

b) Verdadeira, pelo Teorema 12.8.

¢) Falsa, a reta pode estar contida no plano.

d) Verdadeira, pelo Teorema 12.8.

e) Falsa, o plano e a reta podem ser secantes.

f) Falsa, basta considerarmos a reta de intersecdo entre os dois planos e
uma reta paralela a estas em um deles.
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g) Verdadeira, se a reta nao for perpendicular ao plano, o Teorema
12.11 nos garante que, o plano sera tnico, se a reta for perpendicular,
existem infinitos planos.

h) Verdadeira, todo plano que corta um corta também o outro e pelo
Teorema 11.11 o paralelismo entre os planos manterd o angulo entre
os planos.

12.20. Sejam P um ponto e IT e A dois planos dados, tal que P ¢ IT e
P ¢ A.SeIl e A forem paralelos, basta construimos por P uma reta r
paralela a IT e por r um plano ® perpendicular a IT (possivel pelo
Corolario 12.10). Assim, ® sera perpendicular a IT e a A pelo Exercicio
12.19.h. Se IT e A ndo forem paralelos entdo do Exercicio 12.17, basta
construirmos por P um plano ® perpendicular a reta intersecdo de [T e
A, possivel pelo Teorema 11.2.
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Capitulo 13

13.1. Seja ABCD um quadrilatero reverso. Como, por hipotese, AB = BC
= CD = AD = AC = BD, temos um tetraedro regular. Assim, o resultado
segue imediatamente da Proposicao 13.4.

13.2. Sejam h,, hg, h. e hy as alturas do
tetraedro em relaciao aos vértices A, B, C e
D, respectivamente. Suponhamos, sem
perda de generalidade que h, e hy sejam
concorrentes. Queremos mostrar que h; e
hp sdo concorrentes. Temos:

(1) h, é perpendicular ao plano pl(BCD) e
assim h, é ortogonal a CD.

(2) h, é perpendicular ao plano pl(ACD) e assim h; é ortogonal a CD.

Como, por hipotese, h, e hy; sdao concorrentes, temos de (1), (2) e
Teorema 12.5 que CD é perpendicular ao plano pl(h,, hg). Mas pl((h,, hy)
contém AB, logo:

(3) CD é ortogonal a AB.

Temos também que

(4) hc é perpendicular ao plano pl(ABD) e assim h. é ortogonal a AB.
(5) hp é perpendicular ao plano pl(ABC) e assim h;, é ortogonal a AB.

De (3), (4) e Teorema 12.5, temos que AB é perpendicular ao plano
pl(CD, hy). De (3), (5) e Teorema 12.5, temos que AB é perpendicular ao
plano pl(CD, hp). Pelo item a) do Teorema 12.6 temos pl(CD, h) =
pl(CD, hp) e entdo h. e h, sdo coplanares. Como h; e h, ndo sdo
paralelos, concluimos que sdo concorrentes.

13.3. a) Verdadeira, pela Definicao 13.1.

b) Falsa, serd um ponto se a reta for perpendicular ao plano.

¢) Verdadeira, pelo item a) da Proposicao 13.2.

d) Verdadeira, pois o segmento sempre é a hipotenusa de um triangulo
retangulo que tem a projecao como cateto.

e) Falsa, é a reta de intersecao dos planos.
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f) Falsa, suas projecoes podem ser coincidentes, bastando estar
contidas no plano prependicular.

g) Verdadeira, pois se nao for, teremos um tridangulo retangulo com
cateto igual a hipotenusa, o que é um absurdo.

h) Falsa, é sempre a menor distancia entre os pontos de uma e a outra.
i) Verdadeira, pela Proposicao 13.8.

j) Falsa, pela Definicao 13.13.

13.4. Em primeiro lugar, observamos que B
as projecoes ortogonais A'B’ e CD’ sdo
paralelas. Sejam E e F pontos de BB’ e DD’,
respectivamente, tais que AE / A'B' e CF //
CD’. Temos também que os tridngulos AEB e
CFD sao retangulos em E e F, respectivamen-

D

i

Portanto, pelo Coroldrio 7.9 temos que os tridangulos ABE e CDF sao
semelhantes. Assim, % = 2_—3 Como AE = A'B’ e CF = CD’, o resultado

te, e os angulos EAB e FCD congruentes.

segue.

13.5. Sejam AB um segmento e Il um plano que passa pelo ponto
médio do segmento AB. Temos trés casos a considerar:

1. Se IT passa por M, ponto médio de AB e contém o segmento AB.
Assim temos que a d(I'1, A)= d(I1, B)=0.

2. Se I passa por M, ndo contém AB e ndo
é perpendicular a AB. Construimos por A
um segmento AA’, tal que A’ é o traco de
AA’ sobre IT (possivel pelo Teorema 12.6).
De maneira analoga, construimos BB’ e
tracamos A’B’ que passa por M, pois A, A’, B
e B’ sdo coplanares. Logo, os triangulos

<

AA’'M e BB’'M sdo coplanares. Como m(A) =
= m(B) = 90°, AM=MB, por hipétese, e A'MA=B'MB, pois sio
angulos opostos pelo vértice temos pelo caso LAA, que AA’M=BB’'M ,
logo AA' =BB' e assim d(A, IT)=d(B, IT).
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3. Se Il passa por M e é perpendicular a AB. Neste caso, temos
A'=B’=M e entdao AA'=BB' e assim d(A, IT)=d(B, IT).

13.6. a) Sejam A, B e r dados. Temos trés casos a considerar:

1. Se r e AB sdao concorrentes. O plano serd o proprio plano
determinado por r e AB, pois o plano contém r e tem distancia zero em
relacio aA e aB.

2. Se r e AB sdo paralelos. Existem infinitos planos, pois qualquer plano
que passa por r é paralelo ou contém AB. Se forem paralelos a
Proposicdo 13.8 nos garante que A e B sdo eqiiidistantes do plano. Se
AB estiver contido no plano temos que d(A, plano)= d(B, plano)=0.

3. Se r e AB sdo reversas: O problema admite duas solugdes:

e O plano IT determinado por r e pelo ponto médio M de AB, pois
temos o resultado pelo Exercicio 13.5.

e O plano A que passa por r e é paralelo a reta AB, pois temos o
resultado pela Proposicao 13.8.

b) Sejam A, B e r dados, temos trés casos a considerar:

1. Se r e AB sdo concorrentes, entdo pela Proposicao 10.6, r e AB
determinam um plano I1. Basta entdo que tomemos qualquer plano IT
paralelo a I1, pois como r — IT e IT' / Il entdo, pelo Corolario 11.7,
existe ' c IT" tal que IT // T1 e assim, pelo Teorema 11.2 temos que r e
IT sdo paralelos e, pela Proposicdao 14.6, A e B sdo eqiiidistantes de IT'.

2. Se AB e r sdo paralelas, tracemos por AB um plano A qualquer que
seja paralelo a r, pois como A, B — A entao d(A, A) = d(B, A) = 0.

3. Se r e AB sdo reversas, tracemos por AB um plano ® paralelo a r
(possivel pelo Exercicio 11.5), assim d(A, ®) = d(B, ®) = 0 e r é paralelo
a O por construcao.

c) Basta considerar o plano que passa pelo ponto médio do segmento

formado pelos pontos dados que seja perpendicular a reta dada. (veja
Exercicio 13.5).
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13.7. Pela Definicao 13.17, sabemos que o angulo entre uma aresta a e
uma face que ndo a contém é o menor angulo entre a e o plano da face.

Considerando o triangulo ABH, seja a = AB, pela Proposicao 13.16
devemos entdo encontrar o angulo ABH . Sabemos, pelo Exemplo 13.1,

a6

que AA’ = Eh Como AA’ é perpendicular ao plano da face BCD temos

__ a6
sen AﬁHzizizﬁ.lzﬁ. Logo, ABH ¢ o angulo cujo
AB a 3 a 3

, V6
seno ¢ —.
3

13.8. Sejam IT, e I, planos secantes tal que IT, » [T, = r. Vamos por
um abuso de linguagem considerar nesta resposta, que os planos I1; e
I1, formam dois angulos suplementares (apenas para facilitar a
descricao da solucdo). Afirmamos que o lugar geométrico sdao os planos
A, e A, que dividem os angulos entre os planos I, e I, ao meio. Seja A
um ponto qualquer de A, ou A,. Seja A, a projecdo de A sobre 1, e A, a
projecdo de A sobre I1,. Considere o plano pl(AA;,A)) = @. Como AA, c @
e AA, é perpendicular a I, entdo @ é perpendicular a 1, (Teorema
12.8), analogamente @ é perpendicular IT,. Assim, pelo Exercicio 12.6,
® é perpendicular ar. Comorc A, er c A,, pelo Teorema 12.8, ® é
perpendicular a A; e A,. Seja A, = r N @, entdo AA, é perpendicular a
AjA; e AA, é perpendicular a AgA,. Temos ainda que AyA; e AyA, sdo as
projecdes de AA em I, e IT,, respectivamente. Como ® N A; = AA
(ou @ N A, = A/A, temos por definicdo que o angulo entre IT; e A, (ou
entre 1, e A,) é o angulo entre AjA, e AjA. Analogamente para [, e A,
(ou A,). Assim, como por hipédtese, A, e A, dividem os angulos entre IT,

e I1, ao meio, AZAOA =A, AOA. Logo, pelo caso ALA temos AjAA, = AAA,.
Segue que AA, = AA,. Os planos A, e A, sdo chamados planos bissetores
dos planos IT, e IT,.
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13.9. Seja C a circunferéncia do plano II
com centro P’, r e s retas tangentes a C nos
pontos A e B, respectivamente. Considere-
mos o plano A formado pelas retas AP’e PP’
Logo, pelo Teorema 12.8, A é perpen-
dicular a IT. Analogamente, se ® é o plano
formado pelas retas PP’ e P'B entdo ® é per-
pendicular a IT. Logo, pelo Corolario 13.10,

PA e PB sdao perpendiculares a r e s respectivamente, portanto a

distancia de Par é PA e a distancia de P a's é PB. Como os triangulos
PP’A e PP’B tem o lado PP’ comum, os angulos PP'A e PP'B sdo retos e
os lados P’A e PPB sdo raios da circunferéncia C. Pelo caso LAL, os

triangulos PP’A e PP’B sao congruentes, logo PA = PB.

13.10. a) Seja P € r e P’ 0 traco de P no
plano pl(x,y). Como o plano pl(P,P’,A) tem PA
perpendicular a x € PP’ ortogonal a x, entdo
pelo Teorema 12.5 ele é perpendicular a x e
assim o tridangulo OAP é retangulo em A.
Analogamente, o triangulo OBP é retangulo
em B, bem como o tridngulo OCP ¢é
retangulo em C. Assim,

o

oP’

Como OP  =0A +0B +0C , temos que cos’a + cos’B + cos’y =
—\\2 —\ 2 —\2 —2 —2 —=2 —2

OA OB
oS0 = —, COSPp = — e cosy =
opP oP

or) "lor) Tl op o o

b) se a = B = 60° temos cos’a+ cos’ = —. Logo cos’y = — e,

1 1
2 2

portanto, y = 60°.

13.11. Como MN ¢é perpendicular a NB, pelo Teorema 6.11,

MB=+/b%+c?.Comos é ortogonal a r, o pl(A,M,N) é perpendicular ao
pl(M,N,B), pois r é perpendicular ao pl(M,N,B) e s é perpendicular ao
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pl(M,N,A). Assim, MB é perpendicular a r. Logo, pelo Teorema 6.11,

(Teorema de Pitagoras), AB=+a’+b%+c?.

13.12. Consideremos os diedros adjacentes e suplementares di(r,A,B) e
di(r,B,C) cujas medidas dos dngulos diedros sdo 6 e @, respectivamente.
Seja I, ;, o semiplano bissetor de di(r,A,B) e I1,; o semiplano bissetor de
di(r,B,C). Entdo, por definicao, m(di(r,A,D)) = m(di(r,D,B)) = g e
m(di(r,B,E)) = m(di(r,E,C)) = % Logo, a medida do angulo diedro

. 0 . . .
di(r,D,E) é E+g Como os diedros di(r,A,B) e di(r,B,C) sdo suple-

0
mentares temos que 0 + ¢ = 180°, logo 5 + % = 90° como

queriamos demonstrar.

13.13. Seja d(r,A,B) e consideremos uma se¢ao normal qualquer do
diedro. Construa a bissetriz da secdo normal e considere o semiplano
dado por um ponto C da bissetriz que ndo estd em r e a reta r. Logo,
por definicdo de angulo diedro, teremos que m(di(r,B,C)) = m(di(r,A,C)).

13.14. Consideremos os diedros opostos pela aresta r, di(r,A,B) e
di(r,A’,B’). Como os diedros sdo opostos pela aresta entdo suas
seccOes normais sao angulos opostos pelo vértice que pela Proposicao
3.20 sdo congruentes. Portanto, pela Definicdio 13.20, temos o
desejado.

13.15. Para que existam triedros é necessario e suficiente que:

(i) Qualquer face possui angulo com medida menor que a soma das
medidas dos angulos das outras duas.

(i) A soma das medidas dos angulos das trés faces deve ser menor que
27.

a) Existe, pois 45° + 55° = 100° >90°, 45° +90° =135° >55°,
55° +90° =145° >45° e, além disso, 45° +55° +90° =190° < 2m.

b) Existe, pois 90° + 90° = 180°> 90° e 90° +90° + 90° = 270 < 2.
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¢) Nao existe, pois 90° +80° = 170° < 210°, ndo satisfazendo o item (i).
d) Nao existe, pois 1° +2° = 3°, ndo satisfazendo assim o item (i).

13.16. Sejam f;, f, e f; as medidas dos angulos das faces de um triedro,
como f, = f, =f;, temos pelo Teorema 13.24 que f; + f, + f; < 2=,

. 2 . R
ou seja, f; < ?n Logo, as medidas dos angulos das faces podem

. 2n
estar compreendidas entre O e 3

13.17. Como 1, s e t se interceptam em V, temos seis semi-retas
determinadas pelas retas r, s e t com origem em V. Como a cada duas
retas que tomarmos temos 4 semi-retas que ndao determina nenhum
triedro, temos entao que o nimero de triedros é:
C3 _CZ C3 _i_i_ 6-5.4.3! _ 3.2' 43!
6 3°~4 T - .
3131 21! 6.3! 20 3

Logo, sdao determinados 8 triedros. Mais explicitamente, se
considerarmos as semi-retas opostas em r dadas por S, , e Sy, as semi-
retas opostas em s dadas por Sy e Sy, as semi-retas opostas em t
dadas por S, e S, obtemos as seguintes possibilidades: V(A,B,C),
V(A,B’,C), V(A,B,C), V(A,B’,C’), V(A',B’,C), V(A’,B’,C), V(A’,B,C’), e V(A’,B,C),

=20-3.4=8.

13.18. Sabemos que a soma das medidas dos angulos da faces de um
tridro qualquer é menor que 2x radianos que é igual a 360°, portanto
devemos ter x+ (x + 10) + )(x + 50) < 360°. Assim, 3x < 300° e,
entdo, x < 100°. Portanto para que x, X + 10 e x + 50 sejam medidas
em graus das faces de um triedro, devemos ter x < 100.

13.19. Consideremos o plano IT perpendicular a aresta VA em A. Este
plano determina em VB um ponto B’ e em VC um ponto C'. Sejam AH,,
B’Hy e C'H¢ as alturas do triangulo AB’C’ e H o ortocentro do triangulo.
Como VA é perpendicular a I1, temos que B'C’ é ortogonal a VA. Além
disso, AH, é perpendicular a B'C’ por construcdo, entdo pelo Teorema
12.5, pl(V,A,H,) é perpendicular a B’C’. Assim, pelo Teorema 12.8,
pl(V,A,H,) é perpendicular ao plano pl(VB,VC). Analogamente, temos
que:
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e pl(V,B,H;) é perpendicular ao plano pl(VA,VC) e

e pl(V,C,Hy) é perpendicular ao plano pl(VA,VB).
Os planos pl(V,AH,), pl(V,B,Hy) e pl(V,C,Hc) sdo os planos do enunciado
e tém a reta VH em comum.

13.20. Seja IT o plano do quadrado ABCD,
como AP é perpendicular a I, o triangulo
APC é retangulo em A. Temos por hipotese
que a medida de AP é 1, assim pelo teorema

I
de Pitagoras que a medida de AC é J2 ea l‘

medida de PC é \/5 Usando novamente a C

hipotese que AP é perpendicular a I, temos A B

que BC é perpendicular ao plano pl(ABP) e assim, o triangulo PBC é
retingulo em B. Analogamente PDC é retangulo em D. Pelo caso LLL,
PBC e PDC sdo congruentes, e assim suas alturas em relacdo a base PC
sdo congruentes e coincidem num ponto H.No tridngulo retangulo PBC

B2 ) HE

temos, senC=—=— e no tridngulo CHB temos, senC=—=HB,
PC 3 BC

assim, HB mede 76 . Queremos a medida do diedro di(PC,B,D), ou seja,

devemos tomar uma sec¢do normal deste diedro e calcular o angulo desta
secdao. Como BH e DH sao perpendiculares a H

PC, o plano pl(BHD) é normal ao diedro.

Assim, a medida do diedro é a medida do

angulo BHD . O tridangulo BHD é isosceles,
pois como vimos acima, BH = DH e assim,

m(BHD ) = 2 a. Mas, num tridngulo is6sce-
les a altura relativa a base é também media- D E B

. L . 2 .
na, logo E é ponto médio de BD e assim, mede > assim:

3\/_\/_

senoc-i
Jo
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Logo, o. = 60° e m(BHD) = 120°.
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Capitulo 14

14.1. Basta tomar nos poliedros dois poligonos numa face.

O

14.2. Sabemos que um tetraedro possui 4 vértices. Assim, pelo
Corolério 14.7, temos S = (4 — 2).360° = 720°.

14.3. Pela demonstracao do Teorema 14.9, sabemos que 2.A = n.F. Logo,
2.A = 3.12 implica A = 18. Assim, pelo Teorema 14.5,V-A + F = 2,
ou seja, V- 18 + 12 = 2. Portanto, o nimero de vértices é 8.

14.4. Pelo Teorema 14.5, temos V — A + F = 2. Cada face triangular
possui 3 arestas, cada face quadrangular possui 4 arestas, cada face
pentagonal possui 5 arestas e cada face hexagonal possui 6 arestas.
Logo,temos3 + 1+ 1+ 2 = 7 faces e

33+1.4+1.5+2.6 =9+4+5+12 =30
que é o dobro do nimero de arestas. Assim, temos V-15+7 = 2, o que
implica que V = 10.

14.5. Sabemos que o nimero de faces é 14. Logo, 2A = 6.4 + 8.3 o que
implica que 2.A = 48, ou seja, A = 24. Consequentemente, temos que

V=2+A-F ouseja,V=2+24-14 = 12.

14.6. De imediato temos que o numero de faces é 10. Logo,
2A=4.3+6.6 e, pelo Teorema 14.5,V =2 + 24-10 = 16.

14.7. Pelo Corolario 14.7, S; = (V — 2).360°. Como S; = 5040° temos
5040° = (V - 2).360°. Logo, V — 2 = 14, ou seja, V = 16. Assim a
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pirdmide, possui 16 faces e 30 arestas sendo 15 arestas laterais e 15
arestas da base, que é pentadecagonal.

14.8. Pelo Corolario 14.7, S; = (V — 2).360°. Como S; = 2880°, temos
2880° = (V - 2).360°. Logo, V-2=8, ou seja, V=10. Pelo Teorema 14.5,
10-15+F=2, logo F = 7. Temos 2.A = n.F. Assim, 2.15 = 4x + 5.y,
onde x é o nimero de faces quadrangulares e y é o nimero de faces
pentagonais. Como F = 7 temos x + y =7 e, portanto, 4.x + 5.y = 30
ex +y=7implicax = 5ey = 2. Logo, temos 5 faces quadrangulares
e 2 faces pentagonais.

14.9. Sabemos que o poliedro regular de faces pentagonais, possui 30
arestas, 12 faces e 20 vértices. Como foram retiradas 3 faces temos que
o nimero de faces restantes ¢ 9. Como o nimero de arestas era 30 e
foram retiradas 3 arestas o nimero restante é 27 arestas e como o
ntmero de vértices é 20 e retiramos 1 vértice, o nimero restante é 19.

14.10. Na construcdo do octaedro regular temos o quadrildtero DECF.
Como, por construcdo EF é perpendicular a CD pelo ponto médio,
temos que CEDF é um paralelogramo e assim ED // CF e EC // DF. Logo,
pelo Teorema 11.6, pl(BDE) // pl(ACF) e pl(ACE) // pl(BDF). Utilizando o
quadrilatero AEBF, mostra-se de maneira analoga que pl(CBE) // pl(ADF)
e pl(ADE) // pl(BDF).

14.11. Observamos que, quando nos referimos as diagonais de um
prisma, ndo levamos em consideracdo, as diagonais das bases e das
faces laterais do prisma. Seja entdo, um prisma cuja base é um poligono
convexo de n lados. Unindo-se um vértice de uma das bases aos vértices
da outra base temos (n — 3) diagonais (eliminamos 2 diagonais da face e
uma aresta). Como existem n vértices na base tomada, o nimero total
de diagonais do prisma é n.(n — 3).

14.12. Sabemos que um diedro esta determinado por duas faces e a
soma dos angulos das faces de um prisma é, pelo Corolario 14.7, (V -

. |1 ,
2).2w. Entdo, a soma dos diedros sera {E(V - 2)}2.71 . Como um prisma
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possui 2n vértices temos

Sy = B (2n— 2)}21: = E (n- 1)}21: =(n-1)2.x.

14.13. Pelo Exemplo 12.3, sabemos que as faces do prisma sio
paralelogramos. Pelo Exemplo 13.3, temos que as arestas sdo
perpendiculares a base. Logo, as faces sao retangulares.

14.14. Sabemos que em um paralelepipedo, H G
arestas opostas siao paralelas. Assim
consideremos o pl(EH,BC). A figura formada
pelos vértices BCHE é um paralelogramo.
Consideremos as diagonais do paralelepi-
pedo EC e BH, como EC e BH sdo diagonais
do paralelogramo BEHG, temos pela 4 /
Proposicdo 5.10 que EC e BH se interceptam A B
nos pontos médios. Tomando agora o paralelogramo ADFG e
utilizando o mesmo raciocinio obteremos que AG e DF se interceptam
nos seus respectivos pontos médios. Mas ABGH também é um
paralelogramo, e concluimos que AG e BH se interceptam nos seus
respectivos pontos médios. Comparando as trés conclusoes, temos que
as diagonais do paralelepipedo também se interceptam nos respectivos
pontos médios.

14.15. Se o poliedro convexo possui 11 faces e 18 arestas entdo, pelo
Teorema 14.5, temos V — 18 + 11 = 2, ou seja, V = 9. Assim, pelo
Corolario 14.7, temos S; = (9 — 2).360° = 2520°.

14.16. Pelo Corolario 14.7, S; = (V — 2).360°. Como S=5760°, temos
5760° =(V - 2).360°, logo V=18. Pelo Teorema 14.5, 18 — 28 + F = 2.
Temos que 2.A = n.F. Assim, 2.28 = 3x+ 5y, onde x é o nimero de
faces tridngulares e y é o nimero de faces pentagonais. Como F=12,
entdo x+y=12. Portanto, 3x + 5y = 56 e x + y = 12 implicax = 2 e
y = 10. Logo, temos 2 faces triangulares e 10 faces pentagonais.
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14.17. a) Falso, pelo Teorema 14.9, existem
cinco tipos de poliedros de Platdo.

b) Falsa, veja desenho ao lado.

c) Falsa, pois os poliedros de Platao as
arestas ndo precisam ser congruentes.

d) Falsa, basta considerar o cubo que é um
hexaedro de faces quadradas.

14.18. Pelo Corolario 14.7, 720 = (V - 2 ).360°, ou seja, V = 4. Como,
por hipotese, A = 3;, pelo Teorema 14.5, 4 — 3; +F=2, ou seja,
F=4.

14.19. Como o poliedro é convexo, pelo Teorema 14.5 (Teorema de
Euler), A + 2 = F + V. Supondo que exista tal poliedro o nimero de
arestas A é par (ja que cada face possui, por hipdtese, um nimero par
de lados), o numero de faces, por hipdtese, é par e o nimero de
vértices, por hipotese, é impar. Assim, teremos do lado esquerdo da
igualdade um ntmero par e do lado direito um nimero impar, o que é
um absurdo. Logo, este poliedro convexo nao existe.

14.20. Como o poliedro é convexo teremos, pelo Teorema 14.5, que
A+ 2=F+ V. Como V = F, teremos que 2F = A + 2, ou seja,
A+2

F = . Se o nimero de arestas for impar, ndo é possivel obter o

namero de faces inteira.
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Capitulo 15

15.1. Deve-se mostrar que a intersecdo do
plano Il que determina a secdo e a
superficie esférica S é uma circunferéncia.
Mas se é uma secdo, o plano IT dista de O
menos que o raio de S. Logo, o resultado
segue imediatamente do Teorema 15.5.

15.2. Seja S uma esfera de centro O e raio R. Como o centro da esfera
pertence aos dois planos IT; e IT, que contém os dois circulos maximos
dados, temos que a reta intersecdao destes dois planos é um diametro
da esfera. Considere o plano IT perpendicular a este didmetro passando
pelo centro da esfera. Este plano IT determina um circulo maximo,
bastando considerar trés pontos do plano que distam R do ponto O.
Este é o circulo maximo requerido, pois existe uma reta em Il; e II,
perpendicular a IT.

15.3. De fato, se existe um ponto X distinto de A pertencente a reta r,
entdo X pertence ao plano I1. Como IT é tangente a S, temos XO > R
e, como OA = R, temos que r é tangente a S.

15.4. Sejam A, e A, dois planos quaisquer do feixe de planos que
contém o raio OA. Como A e [1,Ae A, eA € A,, temos que [T N A=,
eI A, = r,. Além disso, pelo Teorema 15.5, A\nS=C, e A,nS =C,,
onde C, e C, sdo circunferéncias maximas. Como r,, r, € Il temos, pelo
Exercicio 15.3, que r, e r, sdo tangentes a S em A, e assim tangentes a
C, e a C, em A. Pela Proposicdo 8.8, temos que AO é perpendicular a r,
e r,. Como r, e r, sdo concorrentes em A por construcdo temos, pelo
Teorema 12.5, que OA é perpendicular a IT.

15.5. Seja IT um plano tangente a S no ponto A dado. Como num plano

passam infinitas retas por um ponto temos, pelo Exercicio 15.3, o
resultado desejado.
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15.6. a) Foi visto na demonstracdo do Teorema 15.3 que o centro O da
superficie esférica circunscrita é a intersecdo das alturas e que as

oA . L. 3 .
distancias dos vértices a O € igual a " H, onde H é a altura do tetraedro
e o0 segmento que liga o vértice ao circuncentro da face oposta. Temos

: . . 2 .
que o circuncentro de uma face dista do vértice x = Eh, onde h é a

2 2
altura da face. Assim h? = a* - a?= 3% = h= 733. Portanto,

1 2 .

x=£a eH?=a*—x*=a’- —a’ = Za% Portanto H = —6 Assim
2 3 3

6

7

R=EeH=
4

b) A distancia do centro da esfera inscrita até o ponto de tangéncia K é

146 _ 6

lH,logor= ———a= —a.
4 4 4 16

15.7. a) Ja foi demonstrado que que as diagonais do cubo se
interceptam num unico ponto O e este ponto é eqiiidistante de todos
os vértices do cubo, assim O € o centro da superficie esférica. A medida

do raio é a metade da medida da diagonal que é av3.

b) Os segmentos que unem os centros das faces do cubo se interceptam
um Gnico ponto que é o centro da superficie esférica inscrita e,
portanto, o raio sera a metade do lado.

15.8. A intersecdao O das diagonais, pela definicdo de octaedro regular,

. . 2 , .
dista dos vértices 37' onde a é a medida das arestas do octaedro.

) . 2 )
Assim, S tem centro O e raio a%. Consideremos uma face AEB do

octaedro regular. Temos que ABE é um tridngulo eqiiilatero e o lugar
geométrico dos pontos que eqiiidistam dos vértices A, B e E é uma reta
que passa pelo seu circuncentro P e é perpendicular ao plano pl (ABE).
Como O eqiiidista de A, B e E, temos que O estd nesta reta e assim o
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ponto de intersecdao de S’ com ABE é o circuncentro do tridangulo ABE.
Analogamente, obtém-se o mesmo resultado para as outras faces do
octaedro. Logo, O também é o centro de S’ e o raio de S’ tem medida

2

OP. Além disso, o triangulo EOP é retangulo em P, com ﬁ:aT e

. o - . 2 2 2
EP=aY> e assim OP° = OF - EP° = & -2 = & portanto,
3 2 3 6

NG

OP=a .
6

15.9. a) Seja C um cilindro reto qualquer e
sejam O e O’ os centros das bases de raio R. Oy----—
seja M o ponto médio do segmento OO’ '
Considere P um ponto qualquer da circunfe- h
réncia da base com centro O ou O. O M¢
triangulo OPM é retangulo em O, pois o |

oye , . — @ al
cilindro é reto, e assim PM2 = T + R ‘0

Como P foi tomado arbitrariamente nas circunferéncias das bases, a
esfera com centro M e raio com medida PM ¢€ circunscrita a C.

b) (=) Se um cilindro estd circunscrito a uma esfera, temos que os
planos da base, por definicao, sdo tangentes a esfera. Como o cilindro é
reto, a reta pelo centro da esfera perpendicular as bases passa pelos
centros O e O’ dos circulos das bases e assim os pontos de tangencias
sdo exatamente O e O’. A distancia de O a O’ é 2R, logo a altura do
cilindro é 2R.

(«<) Suponhamos que a altura de um cilindro reto C é 2R, onde R é o
raio da base. Sejam O e O’ os centros dos circulos da base e seja M o
ponto médio do segmento OO’. Consideremos a esfera S com centro M

e raio com medida OM = R. Pelo Teorema 15.8, temos O e O’ sdo
pontos do tangéncia da superficie esférica S com os planos das bases
do cilindro C. Assim, S é tangente as bases do cilindro. Além disso,
como o raio das bases é R, por hipdtese, temos que as geratrizes
tangenciam a esfera que tem raio R e a intersecdo da esfera com o
plano perpendicular a OO’ pelo centro do cilindro, pois o cilindro é
reto.
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15.10. a) Dado qualquer cone reto é possivel circunscrever uma esfera.
De fato, seja EF um didametro qualquer da base B do cone e
consideremos o plano pl(EFV). Seja C o circuncentro do tridangulo EFV e
r a distancia de C a V. O cone estd inscrito na esfera S de centro C e raio
r.

b) Dado qualquer cone reto é possivel inscrever uma esfera. De fato,
seja EF um diametro qualquer da base B do cone e consideremos o
plano pl(EFV). Seja C o incentro do tridangulo EFV e r a distancia de C ao
centro de B. O cone estd circunscrito na esfera S de centro C e raior.

15.11. Seja S a esfera de centro O e raio R. Sejam A e B os pontos de
intersecdo da corda com a esfera. Como a esfera é o lugar geométrico
dos pontos que distam R de O, consideremos no plano pl(AOB), a

circunferéncia de centro O e raio OA = R. Como B € §, a
circunferéncia passa por B. Assim, da Geometria Plana, OM ¢

perpendicular a AB. Onde M é o ponto médio de AB. Com raciocinio
andlogo, recaimos na Geometria Plana e assim temos que a reciproca é
verdadeira.

15.12. Sejam A e B dois pontos da esfera S (interiores ou nao). Conside-
remos a reta r dada por A e B. Pelo paragrafo que estuda posicoes entre
retas e esferas, temos que r intercepta a superficie esférica de S em
dois pontos que denominaremos E e F. Consideremos a corda EF, pelo
exercicio anterior, a reta que passa pelo centro da esfera intercepta a
corda EF perpendicularmente no seu ponto médio M. Temos que se X

estiver na semi-reta Sy, entdo MA < ME (1). Assim, considerando os
triangulos retangulos OAM e OEM, temos que OA <OE, por serem
hipotenusas de triangulos, por (1) e pelo fato do outro cateto OM ser
comum. Analogamente para a semi-reta Sy ;. Assim, para todo X entre E

e F (inclusive E e F) temos que OX<OE = R. Logo todos os pontos
entre A e B sdo interiores a S. Assim S é convexo.

15.13. Sejam AB e CD diametros de uma superficie esférica de centro O
e raio R. Como AB e CD sdo concorrentes em O eles determinam um
plano IT cuja intersecdo com a esfera é uma circunferéncia C de centro
O e raio R. Os pontos A, B, C e D pertencem a C e formam um
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quadrilatero plano ACBD. Como as diagonais AB e CD s3o congruentes
(diametro da superficie esférica) e interceptam no ponto O, pelo item ¢)
da Proposicdo 5.14, temos que os pontos A, B, C e D formam um
retangulo.

15.14. Por definicdo, uma circunferéncia maxima é a intersecdo de um
plano que passa pelo centro de uma esfera S com a superficie da esfera
S. Assim, para se ter duas circunferéncias maximas, devemos ter dois
planos [, e II, passando pelo centro de S, logo, dois planos que se
interceptam no centro de S e assim numa reta r = [[; n [I,. Pelo
paragrafo que estuda as posicoes relativas entre reta e esfera, temos
que r intercepta S em dois pontos A e B. Assim A, B e r =], n[[, NS,
logoA,B ell,nSeA,Bell,nS que sdo circunferéncias maximas.

15.15. (1°. Modo) Dados uma circunferéncia C e um ponto P que ndo
pertenca ao plano que contém a circunferéncia, tome trés pontos X, Y e
Z quaisquer em C, pelo Erro! A origem da referéncia nao foi
encontrada. existe uma Unica superficie esférica que contém estes
quatro pontos. A intersecao da superficie com o plano que contém X, Y
e Z é uma circunferénia, pelo Exercicio Erro! A origem da referéncia
nao foi encontrada.. Pelo Erro! A origem da referéncia nao foi
encontrada., a circunferéncia que contém X, Y e Z é tinica, logo C é esta
intersecao. Assim, a superficie esférica contém C e P.

(2°. Modo) Sejam IT o plano que contém C e O o centro de C. Considere
a Unica reta r perpendicular a IT por O (Teorema 12.6.b)

1° Caso: Se P € r, seja A um ponto qualquer de C. Tracando a mediatriz
de PA no plano pl (A O P), temos que PA intercepta r, digamos em Q (r e
a reta PA s3o concorrentes em P, assim a mediatriz do segmento PA

intercepta r). Seja R = ﬁ = @ (pois Q é um ponto de mediatriz).
Considere a esfera S de centro Q e raio R. Se X € C, entdo X0 = OA =R
assim os tridngulos AOQ e XOQ sdao congruentes pelo caso LAL.
Portanto, & = @ = R. Disso segue que C € S. como ﬁ = R,
temos o desejado.

20 Caso: Se P ¢ r, consideramos o plano pl (r, P) = A que encontra C em
dois pontos A e B. Considere a mediatriz de AP, que encontra r em Q.
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Como Q pertence a mediatriz de AP, temos que ﬁz@ e assim

tomamos a esfera S de centro Q e raio @ = R. Tomando X € S, temos
como no 1° caso ou X € S e, portanto S é a esfera desejada.

15.16. Pelos exercicios 15.3 e 15.4, a reta r que passa pelo ponto de
tangéncia é perpendicular ao plano de tangéncia que passa pelo centro
O da superficie esférica e a reta que passa pelo centro de C e é
perpendicular ao plano de C também passa por O. Assim, marcando
essas duas perpendiculares obtemos o centro O da esfera. Como temos

um ponto P de tangéncia, a esfera desejada tem centro O e raio OP.

15.17. Seja [] o plano pl(A, B, D). Assim pelo Teorema 15.5, [[ n S é
uma circunferéncia C. Como A, B, D € S e A, B, D € [], temos que
A, B,D € S n ][] = C. Mas por trés pontos ndo colineares passa uma
unica circunferéncia. Logo, C esta contida em S.

15.18. Sejam h = YR? —r* e x a distancia de P a 0. Consideremos a
esfera S’ de centro O e raio h e Q um ponto de S’ tal que a distancia de
P a Qseja VvR* —r* . Como, por construcio,

0P’ =x2 =h? +(x? —hz)zﬁ2 +@2,
temos pela reciproca do Teorema de Pitdgoras que OPQ é um triangulo
retangulo e assim OQ é perpendicular a PQ. Considere a plano [],

perpendicular a OQ por Q. Pela observacdo anterior P pertence a [].
Como h < R, pelo Teorema 15.5, [ 0 S = C, sendo Q o centro de C.

Por construcdo, 0Q =h=+vR?—r? , ou seja, o raio de C é .

15.19. Seja P um ponto exterior a uma esfera S de centro O e raio R.
Seja A um ponto com propriedade g, ou seja, I, é uma reta tangente a
S em A. Assim, ry, esta contida no plano tangente a S em A (Exercicio

15.4). Logo, o raio OA é perpendicular a PA, pelo Exercicio 15.4. Como
OA é constante e igual a R para todos os pontos com propriedade g,

—=2 —_—2 —2
entdo OP =0A + AP e assim todos os pontos X com a propriedade

g0 satisfaz XP = \/52 —R? . Considere a esfera S’ com centro P e raio
AP. Como A € S temos, pelo Teorema 15.9, que S NS é uma
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circunferéncia C. Afirmamos que C é o lugar geométrico dos pontos
com a propriedade . De fato, por construc¢do, todos os pontos X de C
estdo em S, portanto a distancia de um ponto X de C ate P sera

—2 .
VOP™ —R? e assim X pertence a reta tangente a esfera.

15.20. Pelo Exercicio 15.4, a reta s estd contida no plano tangente a
esfera S que desejamos construir. Pelo Exercicio 15.4, o raio da esfera é
perpendicular a S.

1° Caso: Se r e s sdo colineares, basta tracar pelo ponto P dado, areta t
perpendicular a s.

1)SeP# rnserns = Q, entdo seja P = r n t . Consideramos a
esfera de centro P’ e raio PP'.

2) Se P = r n s, entdo qualquer esfera de centro Q # P em t e raio QP

satisfaz as condicdes.

2° Caso: Se r e s sdo reversas. Neste caso, considerando o plano I1
perpendicular a s por P.

1) Se IT for paralelo a r ndo existe solucdo, pois por nenhum ponto de r
teremos uma perpendicular a s por P, ja que em I estdo todas as retas
com esta propriedade.

2) Se I1 é secante a r em Q. Tomamos a esfera S com centro em Q e raio

QP.
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Capitulo 16

16.1. Pelo item a) do Exercicio 15.7.a, temos que o raio da esfera

V3a

R = 5 onde a é a aresta do cubo, logo a aresta do cubo mede
a = N_—R Pelo Axioma IIl.11, o volume do cubo mede a°, assim
V= %ﬁ R>.

16.2. Pelo Exercicio 15.6.b, a aresta do cubo circunscrito mede a = 2R,

onde R € o raio da esfera . Assim pelo Axioma Ill.11,V = 8R.

16.3. Pelo Exercicio 15.6.a, a aresta do tetraedro inscrito numa
. L. . 2 -

superficie esférica de raio R mede a = E\/g R. Utilizando o Teorema

16.7, temos que o volume de uma piramide mede um terco do produto
da area da base pela altura da piramide. Pelo Exemplo 13.6, a altura H

V6 a
3

de um tetraedro regular mede H = e a area de um triangulo

2 2
3a
eqiiilatero de lado a, mede A = %, onde h? = T ou seja, A= \/543 .
2
Assim,V= +~ A H= L ¥3 2J6r| |. e 2J6r || = @w.
3 31 41\3 3\3 27

16.4. Pelo Exercicio 15.6.b, a aresta de um tetraedro circunscrito a uma

superficie esférica de raio R, mede a = 2\/8 R. Assim, utilizando os
resultados do Exercicio 16.3, temos:

AH = o { (ZJ_R)Z:I { (Zx/_R):I = 843R>.
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16.5. Pelo Exercicio 15.7, temos que a aresta de um octaedro inscrito

numa esfera de raio R, mede a = +/2 R. O volume do octaedro € o
dobro do volume da piramide quadrangular V,. Neste caso, a piramide
tem como base um quadrado de lado a e altura igual ao raio R. Assim,

4

2.R=3(ﬁR)2.R=—R3.
3 3

v=2Vv,=2.1a
3

16.6. Pelo Exercicio 15.7, temos que a aresta de um octaedro

circunscrito a uma esfera de raio R mede a = \/E R, assim, utilizando os
mesmos resultados do Exercicio 16.5, e lembrando que neste caso,

2 2
H2=R2+(§aJ =R> + {g*@} =gR2:H=Re

_ 422,

11 11

16.7. Queremos o volume de dois setores

. R .
esféricos com altura h = 5 assim, pelo él

Teorema 16.7. b, temos

2
v=2TR|3r2 (R} = Bgs,
6 2 2 24

Como R = 10 cm temos V = £IOOO= ]6325 cm’.

16.8. Se o comprimento da circunferéncia maxima mede 20 cm, o raio

da esfera mede 10 cm. Assim, segue do Teorema 16.19, que a drea da
T

superficie esférica é
2
A= 47[(2) = 400 cm?.

I T
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16.9. Pelo item b) do Exercicio 15.9, a altura do cilindro circunscrito é
igual a 2R, onde R é o raio da esfera e da base do cilindro. Assim, pela
Proposicdo 16.10, a area lateral do cilindro circunscrito é igual a

2nR(2R) = 4 = R? que pelo Teorema 16.19 é a area da superficie
esférica de raio R, que mede quatro vezes a drea do circulo maximo

(nR?).

16.10. Sejam dois paralelepipedos retangulos P, e P,, com arestas a,, b,
e ¢, e a,, b, e ¢,, respectivamente. Por hipotese,

a+b, +¢c=a,+b,+¢ (1)
Pelo Exemplo 13.1, temos que as diagonais de P, e P, medem
respectivamente,

d; = {Jaj+bl+c; e d, = ya;+b;+c; (2)

Elevando-se ambos os membros de (1) ao quadrado obtemos,
al2 +b12 +c12 + 2 (a;b; + a,¢; + b)) = a% +b§ +c§ + 2 (ab, +
a,G; + by 3)
Mas por hipétese, d; = d,, assim, de (2),
2 2 2 2 2 2
a; +by +c; = a;+b; +¢; (4)
De (4) em (3), temos que a;b, + a,;c; + b;c; = a,b, + a,c, + byc, e,
como temos pela Definicio 16.1 que as areas totais de P, e P, que
medem, 2 ab, + 2a,c;, + 2b,c; e 2ab, + 2a,c + 2b,c, ,
respectivamente, segue o resultado.

16.11. Consideremos uma piramide regular
de altura h dada. Seja a a aresta da base e b

a altura da face lateral. Temos que,

aZ

b2 =ht+ ]
4 (1)
o D\v\
Por hipotese, 4 ﬂ =32 +§h2,10g0 a =
2 > 2
2 3.5
2ab=a +Eh i

Substituindo (1) em (2), obtemos,

3 .
av4h? +a% =a® +Ehz , ou seja, 2ay4h* +a’ = 2a2 +3h2.
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Elevando-se ao quadrado ambos os membros desta equacdao obtemos,

42%4h* + a%) = 4a* + 12n%a* + 9h? = a =%h.

16.12. Suponhamos sem perda de generalidade que a<b <c.
1° Caso: a < b < c. Neste caso, o volume !
(V) desejado é igual ao volume do prisma ¢-a

(Vp), de base triangular (ABC, na figura) com s b—a
drea x e altura a, mais o volume da ==
piramide (V;) que tem como base um a C

trapézio reto (de bases (c —a) e (b — a) e e

altura BC) e altura h, onde h ¢ aalturado  » b \B

triangulo ABC, em relacdo a base BC, ou seja, BC.h = x. Apenas como
observacdo, no caso b = ¢, teremos um retangulo, mas a solucdo a

seguir ndo se modifica. Temos V, = x .ae V; = %[(c—a) + (b- a)].ﬁ .h.

: 1 2 1
Assim,V =V, + V; =x.a + E(c+b).x - Ex.a .Logo,V = gx(a+b+c).

2° Caso: a = b < c. Neste caso, o volume .
(V) desejado é igual ao volume do prisma c—_a

(Vp), de base triangular (ABC, na figura) com
area x e altura a, mais o volume da

piramide (V;) que tem como base um a
tridangulo congruente a ABC e altura (c-a). d Ll
Temos V,=x.a e V;= % (c—a)x. Assim, A/ \B

V=V, +V; = x.a+ l(c—a)x: lcx+ zalx.
3 3 3

Como a = b, podemos escrever V = % X(a+ b+ 0.

16.13. O volume do cilindro (V.), pelo Teorema 16.8, é o produto da
area da base pela sua altura. Assim, V. = 1r(3,7)2 (7,4) cm’ = 318,1 cm®.

Pelo Teorema 16.6, o volume da esfera (Vs ) de raio R mede, V= gnR3,
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. ) . 4 3 3
como cada brigadeiro terd 1 cm de raio, teremos V= 5 T cm =9,42 cm”.

Assim, n brigadeiros terdo 9,42 n como volume. Logo, 318,1 = 9,42 n.
Se n fosse um ndamero real qualquer, obteriamos aproximadamente
n = 33,77, como n é um ndmero natural, n = 33 e sobra em cada lata
aproximadamente 77% de um brigadeiro. Mas queremos agora obter o
nimero de latas necessarias para fazer 180 brigadeiros, assim,
utilizamos o nimero real n = 33,77, ou seja, se | é o nimero de latas, /

180 . . : e o
= 338? =~ 5,33. Assim, utilize 6 latas, pois vocé utilizard 5 latas inteiras

mais 33% da 62 lata.

16.14. A base da piramide tem area a’ e a altura terd como medida a

aresta do cubo, assim, pelo Teorema 16.7,V = % ala= %33 .

16.15. a) Pelo Exercicio 15.9, para que um cone de altura H seja inscrito

numa esfera de raio R é necesséario que a distancia h do centro O da
N 12 2 2 c .

esfera a base do cone seja h® = R® — 1", onde r é o raio da base do

- . ) 2 2 .
cone. Entdo, o raio da base do cone sera r" = R — h”. Assim, pelo

Teorema 16.12,V = %AB H= %n(Rz ~“hH)R + h).

b) Para poder circunscrever o cone numa esfera de raio r e centro O, a

base do cone, de raio R e centro O’, deverd ter R > r. Seja h = VO e x
a distancia de um ponto de tangéncia lateral A, até o vértice V. Assim,

(x +R)? = (h + 1)> + R? (1)
2_ 2, 2
h" =x"+r (2)
Segue de (1) que:
Y+ 2R+ RP=h*+2hr+ 2+ R (3)
Substituindo x em (3), utilizando (2), obtemos
-2 + 2R Vh2—r® =h?* + 2hr + 1%
Portanto, RVh>*—r> = h r + 1, elevando-se ao quadrado ambos os
membros, obtemos Rz(h2 - rz) =h%? + 2hne® + 1. Logo,
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(R2 - r2) h? - 2r°h - (R2 + rz)r2 =0

284S 14RY —r* 2 2 4R
portanto, h = 3 3 e, assim, h= 5
2(R7—17) R% —r
2 2
r(R°+r
Como h é altura, h é positivo, temos h = % e, utilizando a
R -r
2 2
1 R +r
formula do volume de um cone, obtemos V = —nrRz.%.
R —r

16.16. a) Vimos no Exercicio 15.8.a que todo cilindro reto esta inscrito
numa esfera. Portanto, para calcular o volume do cilindro inscrito,
necessitamos conhecer o cilindro e entdo basta utilizar o Teorema 16.8.

b) No Exercicio 15.8.b, vimos que inscrever uma esfera num cilindro
dado, este deve ter altura igual ao dobro do raio da esfera e raio da

base igual ao raio da esfera, assim pelo Teorema 16.8, V=nR2(2R)=2nR3.

16.17. a) No Exemplo 11.5 vimos que,

V_Bl = VBy =.= VB, =Kk,

BiA; BjA, B,A,
onde k é uma razdao de semelhanca. Como a piramide é regular,
V_Bl = VB, =...= VB, e assim, temos o resultado.

b) Feito no Exemplo 11.5.
¢) Segue imediatamente do item a).

d) Possuem bases semelhantes pelo item b),
e mesmo vértice e assim, sao semelhantes.

e) Seja A, a area lateral do tronco da
piramide que é formada por trapézios de
bases b e B, com altura d. Assim,

b+B 2p’+2
A{zn_% d= @ .d=(p " +p).d.
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Temos que a drea da base maior A, é dada por AB = p . m e a area da
base menor, Ab = p”. m”. Logo,
A=p+p).d+p.m+p-.m".

f) Seja h a altura da piramide menor, entdo pelo Exemplo 11.5.

Exemplo 11.6 e Exercicio 7.11,
h+d |b h*+2dh+d* b d(+bb” +b")
== =>—F——=7>=>h=——7-"7" ()
h b h b (b—=b")

C A . 1
Temos que o volume da piramide maior V, = Eb(h + d) e volume da
A 1, . .
piramide menor V, = Eb h. Assim, o volume do tronco Vy, é dado por

1
V; =V, -V, utilizando (1), obtemos V; = Ed(b + +/bb" b").

16.18. No Exemplo 11.5, vimos que se duas piramides P, = VA/A,...A, e
V'B, VB, V'B

P, = V'B,B,...B, sdo semelhantes, entio — = L=k,
VA, VA, VA,
onde k é a razdo de semelhanca, e além disso, suas bases mantém a
. BB B.B B B
mesma razdo de semelhanga, ou seja, ==~ =—22 =, ==L =k,
AA, AA, AA,

a) A drea lateral de uma piramide é a drea da superficie lateral da
pirdmide, que é a soma das areas de todos os tridngulos que a compde.
Pelo Teorema 7.11 e a observacdo acima, os triangulos correspondentes
destas piramides, sdo semelhantes. Assim, pelo Exercicio 7.18, a razao
entre as dreas laterais é o quadrado da razdo de semelhanca. Para
mostrar que a razdo entre as areas da base é o quadrado da razdo de
semelhanca, consideramos o pé da perpendicular pelo vértice nos
planos das bases das piramides que denominaremos O e O". Assim, 0s
triangulos OA;A, ~ O'B;B,, OA,A; ~ O'B,B;, ..., OA/A; ~ O'B_B;.
Utilizando novamente o Exercicio 7.18, concluimos o desejado. Como a
area total é a soma da drea lateral com a drea da base, temos o
resultado.

b) Pelo Teorema 16.7, o volume da piramide é igual a um terco do
produto da drea da base e a altura da piramide. Assim, se denotarmos
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as medidas das 4reas por A(P,) e A(P,), respectivamente e as medidas
dos volumes por V(P;) e V(P,), teremos:

2
= =k k=k>,

16.19. a) Esta resolvido no Exemplo 11.6.

b) Seja h a altura do cone menor C”, assim a altura do cone maior C é
igual a h + d. Logo,

h+td R o fdr=hR=hR-r)=dr = h=9"
h r R-r

(1)
1, 1 5
Por outro lado, V- = gn rheV.= g nt R (h + d). Portanto,

Vp=V—Vo = % R =)+ nR%d] (2

Substituindo (1) em (2), obtemos:
1 dr

V, = —n| (R? =12) +R2d| = LraR4Rr+ A
3 R-r 3

¢) Pela Proposicdo 16.14, a area lateral de um cone mede nRx, onde R é
o raio da base e x é a geratriz do cone. Seja g~ a geratriz do cone
menor C” e assim a geratriz do cone maior C, é (g + g’). Entdo, a drea
lateral do tronco:
Ar=Ac-Ac=7R(g+ g )-mrg" =nRg+ng R-r) (1),
Mas,
g+g._R
g T
Substituindo (2) em (1), obtemos:
Ar=7ng(R+71)
Assim, a area total do tronco A é dada por,
A=A+ A+ A, =ngR+1)+ nR> + nr’ = n [Rg+R) + r(g+1).

. gr
= — 2
=8 = o (2)

16.20. a) Seja I1” paralelo a IT. Seja r uma reta por O paralela a geratriz
do cilindro. Como r intercepta IT em O, pelo Teorema 11.8, r intercepta
IT" num ponto O~ e analogamente para as geratrizes do cilindro.
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Seja A um ponto qualquer de C, e
consideremos o plano A = pl (OO "A). Pelo
Teorema 11.9, A intercepta I1” numa reta x
paralela a AO e como a geratriz s por A esta
em A (pois é paralela ar), ela intercepta IT"
num ponto A" de s. Como AA"O0” é um

paralelogramo OA = O’A” e como A é um T
ponto qualquer de C, a intersecdo das geratrizes com I1" nos da uma

circunferéncia de centro O "e raio OA , ou seja, congruente a C.

b) h*=(2r)> -r*=3r> = h = r/3.
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